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书书书

前言　

１　　　　

前　　言

数学应该是绝大多数人一生中学得最多的一门功课．认真学习数学，努

力学好数学，不仅可以牢固地打好数学的知识基础，掌握一种科学的语言，

为走进科学的大门提供有力的工具和坚实的后盾；更重要地，通过认真而严

格的数学学习和训练，可以领会到数学的思想方法和精神实质，造就一些特

有而重要的素质和能力，形成自己的数学素养，让人变得更加聪明，更有智

慧，更有竞争力，终身受用不尽．从这个意义上，可以毫不夸张地说，数学

教育看起来似乎只是一种知识教育，但本质上是一种素质教育，其意义是十

分深远的．

中学阶段的数学学习，应该为学生今后的成长和发展奠定坚实的基础，

编写教材也要力求遵循这一根本宗旨．那种以种种名义，将一些“高级”或“时

髦”的东西，不顾实际情况地下放进中学的教材，和数学的基础训练“抢跑道”

的做法，是不可取的．同时，数学学科是一个有机联系的整体，一定要避免

知识的碎片化，从根本上改变单纯根据“知识点”来安排教学的做法．人为地

将知识链条打断，或将一些关键内容以“减负”的名义删去，只会造成学生思

维的混乱，影响学生对有关知识的认识与理解，实际上反而会加重学生学习

的负担，是不值得效法的．在任何情况下，都要基于课程标准，贯彻“少而

精”“简而明”的原则，精心选择与组织教材内容，抓住本质，返璞归真，尽可

能给学生以明快、清新的感受，使学生能更深入地领会数学的真谛，让数学

成为广大学生喜闻乐见的一门课程．

怎么才算“学好了数学”呢？对这个问题是需要一个正确的认识的．作为

一门重思考与理解的学科，数学学习要强调理解深入、运作熟练和表达明晰

这三个方面．这儿所说的“运作”泛指运算、推理及解题等环节．三者的关键是

深入的理解，只有不仅知其然、而且知其所以然，才能掌握数学的精髓，更

好地实现另外两方面的要求．如果只满足于会解题，甚至以“刷题”多与快为

荣，但不求甚解，就难以和数学真正结缘，是不值得鼓励与提倡的．表达能
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　前言

２　　　　

力的培养也要引起足够的重视．要使表述简明清晰并不是一件容易的事，别

人三言两语就说清楚了的，自己却颠三倒四、不得要领，能够说真正弄懂了

数学吗？！

为了帮助学生学好数学，也为了帮助教师教好数学，本教材秉承上述理

念，在编写上做了认真的探索与实践，希望能成为广大师生的良师益友，更

好地发挥引路和示范的作用．书中各章的章首语，虽只有不到一页的篇幅，

但却是该章入门的一个宏观向导，务请认真注意．各章末的内容提要，简明

扼要地列出了该章的核心内容，希望对复习能起到较好的帮助．各章的主体

内容，包括正文、练习及复习题以及边注，更是字斟句酌、精心编写的．希

望广大同学养成认真阅读及钻研教材的习惯，这样就一定会发现，学习中所

碰到的种种问题，原则上都可以从教材中找到答案，大家的学习方法和自学

能力也一定会得到极大的提升，从而牢牢掌握住学习数学的主动权．

本套教材涵盖《普通高中数学课程标准（２０１７年版２０２０年修订）》所规定

的必修课程和选择性必修课程的内容，共分七册，包括必修四册、选择性必

修三册，其中必修第四册和选择性必修第三册是数学建模的内容．必修前三

册和选择性必修前两册共同构建了高中数学的知识体系和逻辑结构；数学建

模内容与数学知识的逻辑结构没有直接的关系，不依附于特定知识性内容的

教学，而在于强调数学知识在解决实际问题中的应用，强调它的活动性、探

索性和综合性．因此，两册数学建模教材不是前三册或前两册教材的后继，

而且都包含比教学课时数要求更多的内容，供各个年段灵活地、有选择地使

用，以实现数学建模的教学目标．

２０２０年６月
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第５章

导数及其应用
　　初等数学可以帮助我们对匀速运动进行描述和分析，

也能够顺利解决一些具有规则形状的物体的度量问题．然

而，人类在实际生活中所面临的问题往往更为复杂．例如，

运动中速度可以不断变化，图形的边界不再具有规则的形

状，等等．要处理这一类问题，本质上要有处理变化和变化

中的瞬时状态的数学工具，这就需要用到高等数学，特别

是微积分的知识．

由于系统深入地介绍高等数学的内容不是高中课程所

能承担的任务，因此本章将用比较直观和粗略的方式引入

微积分中的一个最基本的概念———导数，为研究函数性质

提供一个有力的工具，并展示其在解决变速运动等现实问

题中的一些应用．

由于知识基础不足且为了避免产生理解上的困难及误

导，本章中的某些结论没有给出证明，而仅作形式化的表

述．希望同学们对导数的基本内涵及其应用有所认识和体

会，并对未来在大学课程中继续深入学习微积分抱有渴望．

上海教育出版社

上海教育出版社



５
导数及其应用

２　　　　

５．１　导数的概念及意义

在本节中，我们将学习如何刻画运动物体的瞬时速度，以及

如何确定一条曲线上一点处的切线，通过这些例子初步认识导数

这一表示函数瞬时变化率的数学概念．

１ 导数的概念

当我们乘坐高铁时，常常会在车厢内看到如图５１１所示的

列车信息显示屏．如何理解图中“速度３０３ｋｍ／ｈ”呢？

当物体作匀速运动时，运动的速度狏等于距离狊除以运动时

间狋，即狏＝
狊

狋
．但是，如果一个作变速运动的物体在时间段狋内

的运动距离是狊，上面的公式所给出的只能是这段运动过程中运

动物体的平均速度狏＝
狊

狋
．

仅用一个时间段内的平均速度难以准确地描述在该时间段

内变速运动的过程．为了精准地描述变速运动，一个自然的想

法是把整个运动时间分割成若干个小的时间段，并分别求每个

时间段内的平均速度．可以想象，随着时间段的分割越来越精

细，利用分段的平均速度就可以越来越精确地对整个运动过程

进行描述．

以自由落体运动为例，已知物体下落的距离犱（单位：ｍ）与

时间狋（单位：ｓ）满足函数关系犱＝
１

２
犵狋
２，其中犵是重力加速度．

若近似地取犵＝１０ｍ／ｓ２，则犱＝５狋２．

考虑从狋＝１到狋＝３（用区间符号记作［１，３］）时间段内的自由

落体运动．它的平均速度是
犱（３）－犱（１）

３－１
＝２０（ｍ／ｓ）．如果把这段

时间分成［１，２］与［２，３］两段，那么在这两个时间段内自由落体的平均

速度分别是
犱（２）－犱（１）

２－１
＝１５（ｍ／ｓ）与

犱（３）－犱（２）

３－２
＝２５（ｍ／ｓ）．

图５１１
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５．１　　　导数的概念及意义

３　　　　

而如果以０．５ｓ为间隔把［１，３］分为４个时间段，可以得出这４个

时间段内的平均速度分别是１２．５ｍ／ｓ、１７．５ｍ／ｓ、２２．５ｍ／ｓ与

２７．５ｍ／ｓ．由此可见，随着时间段的不断细分，自由落体的运动

状态确实得到了越来越精确的描述．这种做法其实蕴含着“极限”

这个朴素而深刻的思想．

先把时间段分割，在越来越小的时间段内对运动进行分析，

再从整体上得到对运动状态越来越精确的描述，这就是被称为

“微积分”的数学工具给我们提供的解决此类问题的基本途径．在

这里，我们只介绍如何寻找适当的数学工具刻画运动物体在某一

时刻的瞬时速度．这里的瞬时速度指的是，运动物体在临近指定

时刻的某个时间段内的平均速度在时间段长度越来越小的变化过

程中所趋近于的一个稳定值．下面的例子展现了利用平均速度趋

近瞬时速度的过程．

例１　自由落体运动中，物体下落的距离犱（单位：ｍ）与

时间狋（单位：ｓ）近似满足函数关系犱＝５狋２．试求物体在狋＝２时

的瞬时速度．

解　对不同时间段长度值｜犺｜，狋＝２附近时间段［２＋犺，２］

（犺＜０）或者［２，２＋犺］（犺＞０）内的平均速度为

狏＝
犱（２＋犺）－犱（２）

犺
＝
５×（２＋犺）２－５×２２

犺
，

得到表５１．

表５１

犺（＜０） ［２＋犺，２］上的狏 犺（＞０） ［２，２＋犺］上的狏

－０．１ １９．５ ０．１ ２０．５

－０．０１ １９．９５ ０．０１ ２０．０５

－０．００１ １９．９９５ ０．００１ ２０．００５

－０．０００１ １９．９９９５ ０．０００１ ２０．０００５

－０．００００１ １９．９９９９５ ０．００００１ ２０．００００５

… … … …

在表５１中，我们通过不断缩小犺的绝对值，发现在犺趋近

于０时，平均速度趋近于一个确定的值２０．因此，从表中数值我

们可以初步判断物体在狋＝２时的瞬时速度为２０ｍ／ｓ．

下面用数学的计算与推理证实我们的判断．

　　左边的式子在犺＞０
时是显然的．在犺＜０
时，时间段［２＋犺，２］上
的平均速度一开始应写

为
犱（２）－犱（２＋犺）

｜犺｜
＝

犱（２）－犱（２＋犺）

－犺
，它和

犺＞０时一样，也可统一

地写为
犱（２＋犺）－犱（２）

犺
．
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５
导数及其应用

４　　　　

当犺≠０时，狋＝２附近时间段［２＋犺，２］（犺＜０）或者［２，２＋犺］

（犺＞０）的平均速度是

狏＝
犱（２＋犺）－犱（２）

犺
＝
５×（２＋犺）２－５×２２

犺
＝
２０犺＋５犺２

犺
＝２０＋５犺．

因为当犺趋近于０时，狏趋近于２０，所以物体在狋＝２时的瞬时

速度为２０ｍ／ｓ．

用瞬时速度的说法，图５１１中所示的高铁速度可解释为：

在９时３０分的某一瞬间（列车信息屏的时间显示只精确到分，但

瞬时速度在时间上的精确度远高于分），列车以３０３ｋｍ／ｈ的瞬时

速度前进．

例１告诉我们，研究运动物体的瞬时速度，本质上就是在已知

函数关系狔＝犳（狓）的前提下，对于自变量某个给定值狓０，赋予狓０

一个变化量犺，分析当犺 趋近于０时，函数值的变化量

犳（狓０＋犺）－犳（狓０）相对于自变量变化量犺的比值
犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺

是否趋近于某个稳定值．

如果这个稳定值存在，就说明
犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
在犺趋近

于０时有极限，并把这个极限值记作ｌｉｍ
犺→０

犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
，称

为函数狔＝犳（狓）在狓＝狓０处的导数（ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ），记作犳′（狓０），

即有

犳′（狓０）＝ｌｉｍ
犺→０

犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
．

因此，在满足函数关系犱＝犳（狋）的运动中，函数犱＝犳（狋）在

狋＝狋０处的导数犳′（狋０）就是狋０时刻的瞬时速度．

一般地，对于一个函数狔＝犳（狓），通常将
犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
称

为函数狔＝犳（狓）在以狓０和狓０＋犺为端点的区间上的平均变化率，

而犳′（狓０）＝ｌｉｍ
犺→０

犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
就是函数狔＝犳（狓）在狓＝狓０处

的瞬时变化率．平均变化率反映了一个函数在一个区间上的平

均变化情况，而瞬时变化率则反映了该函数在某个自变量狓０

处的瞬时变化情况．
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５．１　　　导数的概念及意义

５　　　　

例２　已知在使用某种杀菌剂狋小时后室内的细菌数量为

犳（狋）＝１０５＋１０４狋－１０３狋２．

（１）求犳′（１０）；

（２）犳′（１０）的实际意义是什么？

解　（１）当犺≠０时，在使用杀菌剂１０小时附近的时间段

［１０＋犺，１０］（犺＜０）或者［１０，１０＋犺］（犺＞０）内，细菌数量关于时

间的平均变化率为

　
犳（１０＋犺）－犳（１０）

犺

＝
１０５＋１０４（１０＋犺）－１０３（１０＋犺）２－（１０５＋１０４×１０－１０３×１０２）

犺

＝
－１０４犺－１０３犺２

犺

＝－１０４－１０３犺，

从而，令犺趋近于０，就得到

犳′（１０）＝ｌｉｍ
犺→０
（－１０４－１０３犺）＝－１０４．

（２）犳′（１０）的实际意义是细菌数量在狋＝１０时的瞬时变化率．

它表明在狋＝１０附近，细菌数量大约以每小时１０４的速率减少．

练习５．１（１）

１．自由落体运动中，物体下落的距离犱（单位：ｍ）与时间狋（单位：ｓ）近似满足函数关

系犱＝５狋２．

（１）求物体在［２，４］时间段内的平均速度；

（２）求物体在狋＝３时的瞬时速度；

（３）求物体在狋＝犪（犪＞０）时的瞬时速度．

２．将石子投入水中，水面产生的圆形波纹不断扩散．

（１）当半径狉从犪增加到犪＋犺（犺＞０）时，求圆周长相对于半径的平均变化率；

（２）当半径狉＝犪时，求圆周长相对于半径的瞬时变化率．

２ 导数的几何意义

在上一节中谈到，在研究物体的变速运动时，我们可以通过

把时间分成若干个小的时间段，并计算每个时间段内物体的平均
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６　　　　

速度，以近似地描述物体的运动状况．当时间段的划分越来越细

时，对运动的描述就越来越精确．特别地，在一个时间点附近的

时间段长度越来越小时，如果相应的平均速度趋近于一个稳定

值，这个稳定值就是运动物体在这个时间点的瞬时速度．

在几何学中有类似的情境：为了研究一条曲线的特性，我们

可以把曲线划分成小段，并把连接每一小段两端点的线段看作曲

线的这一小段的近似．当曲线的划分越来越细时，由这些小线段

所连接起来的折线就越来越接近于原来的曲线．

我们把连接曲线上任意两点的直线称为该曲线的一条割线

（ｓｅｃａｎｔｌｉｎｅ）．如图５１２，给定曲线上的一点犘，考虑以犘为

端点的一条小曲线段犘犙
︵
和割线犘犙．像平均速度趋近于瞬时速

度那样，当曲线段犘犙
︵
取得越来越短，即点犙越来越靠近点犘

时，如果割线犘犙趋近于一条确定的直线，那么我们就将这条

直线称为曲线在点犘处的切线（ｔａｎｇｅｎｔｌｉｎｅ）．就像瞬时速度是

物体在给定时刻的运动状态的最好描述一样，在点犘处的切线

是曲线在点犘附近性质的最好描述．

图５１２

切线这个术语我们并不陌生，在平面几何的学习中已定义过

圆的切线，并讨论过它的性质．那里所定义的圆的切线是否与上

面这个新定义一致呢？

例３　如图５１３，曲线狔＝ ２－狓槡 ２（－槡２≤狓≤槡２）是圆

狓２＋狔
２＝２在狓轴及其上方的部分，犘（１，１）和犙（０，槡２）是该曲

线上的两点．

（１）求割线犘犙的斜率；

（２）对正整数狀，令狓狀＝１－
１

狀
，狔狀＝ ２－狓２槡 狀，犙狀（狓狀，狔狀）

均在该圆周上，且随着狀的增大越来越接近点犘．借助信息技术

工具，适当地计算一些割线犘犙狀 的斜率，观察并总结当狀逐渐

图５１３
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７　　　　

增大时，割线犘犙狀的斜率的变化趋势．

解　（１）割线犘犙的斜率是

犽犘犙＝
狔犙－狔犘

狓犙－狓犘
＝
槡２－１

０－１
＝１－槡２．

（２）割线犘犙狀的斜率是

犽犘犙狀＝
狔犙狀－狔犘

狓犙狀－狓犘
＝
狔狀－狔犘

狓狀－狓犘
＝

２－（１－１狀）槡
２

－１

１－
１

狀
－１

＝狀（１－ ２－（１－１狀）槡
２）．

借助计算器或计算机可以得到表５２中关于犽犘犙狀的近似值（结果

精确到０．００００００００１）：

表５２

狀 犙狀 犽犘犙狀

１ （０．０００００００００，１．４１４２１３５６２） －０．４１４２１３５６２

５ （０．８００００００００，１．１６６１９０３７９） －０．８３０９５１８９５

１０ （０．９００００００００，１．０９０８７１２１１） －０．９０８７１２１１５

１００ （０．９９０００００００，１．００９９００９８５） －０．９９００９８５２５

１０００ （０．９９９００００００，１．０００９９９００１） －０．９９９０００９９９

１００００ （０．９９９９０００００，１．００００９９９９０） －０．９９９９０００１０

１０００００ （０．９９９９９００００，１．００００１００００） －０．９９９９９００００

１００００００ （０．９９９９９９０００，１．０００００１０００） －０．９９９９９９０００

１０００００００ （０．９９９９９９９００，１．００００００１００） －０．９９９９９９８９８

… … …

观察表５２可知，当狀逐渐增大时，割线犘犙狀 的斜率逐渐

减小，并趋近于－１．

由例３可以看出，根据现在的定义，曲线在点犘（１，１）处的

切线的斜率是－１，容易求得它的点斜式方程是狔－１＝－（狓－１），

即狓＋狔－２＝０．另一方面，因为平面几何所定义的圆的切线垂直

于过切点的半径，即向量犗犘
→
＝（１，１）是切线的法向量，用直线的

点法式方程可求出切线的方程也是狓＋狔－２＝０．这就说明，对于

圆来说，两个切线的定义一致．
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８　　　　

对于任意曲线狔＝犳（狓），如何从定义出发求它在点犘

（狓０，犳（狓０））处的切线？

例３给我们的启示是先求切线的斜率，且进一步揭示了斜率

的求法：如果记犳（狓）＝ ２－狓槡 ２，那么

犽犘犙狀＝
狔狀－狔犘

狓狀－狓犘
＝
犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
，

其中狓０＝１，犺＝－
１

狀
．当狀增大时，犺趋近于０，犽犘犙狀的稳定值就是

ｌｉｍ
犺→０

犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
．

这个方法适用于一般情况．如图５１４，在曲线上点犘的附

近取 一 点 犙 （狓０ ＋犺，犳 （狓０ ＋犺））， 割 线 犘犙 的 斜 率

犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
就是函数狔＝犳（狓）在以狓０和狓０＋犺为端点的

区间上的平均变化率．当点犙 沿曲线趋近于点犘 时，割线犘犙

的斜率趋近于某一稳定值，这个稳定值

ｌｉｍ
犺→０

犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺

就是函数狔＝犳（狓）在狓＝狓０处的瞬时变化率犳′（狓０）．因此，函

数狔＝犳（狓）在狓＝狓０处的导数犳′（狓０）就是曲线狔＝犳（狓）在点

犘（狓０，犳（狓０））处切线的斜率．从而，曲线狔＝犳（狓）在点

犘（狓０，犳（狓０））处的切线方程为

狔－犳（狓０）＝犳′（狓０）（狓－狓０）．

例４　已知犳（狓）＝狓２，求曲线狔＝犳（狓）在点犘（１，１）处

的切线方程．

解　先求曲线狔＝犳（狓）在点犘（１，１）处切线的斜率犳′（１）：

当犺≠０时，

犳（１＋犺）－犳（１）

犺
＝
（１＋犺）２－１２

犺
＝２＋犺，

从而当犺趋近于０时，

犳′（１）＝ｌｉｍ
犺→０
（２＋犺）＝２．

因此，曲线狔＝狓２在点犘（１，１）处切线的斜率为２．于是，所求

切线方程为

图５１４
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９　　　　

狔－１＝２（狓－１），

即

狔＝２狓－１．

例５　已知犳（狓）＝狓３，求曲线狔＝犳（狓）在点犘（０，０）处

的切线方程．

解　先求曲线狔＝犳（狓）在点犘（０，０）处切线的斜率犳′（０）：

当犺≠０时，

犳（犺）－犳（０）

犺
＝
犺３－０３

犺
＝犺２，

从而当犺趋近于０时，

犳′（０）＝ｌｉｍ
犺→０
犺２＝０．

因此，曲线狔＝狓３在点犘（０，０）处切线的斜率为０．于是，所求

切线方程为

狔＝０．

在例５中，函数狔＝狓３在狓＝０处的导数为零，即曲线狔＝狓３

在点犘（０，０）处的切线斜率为零，此时曲线的切线是一条水平直线．

通常，我们将导数为零的点称为函数的驻点（ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ

ｐｏｉｎｔ），曲线在其驻点处的切线是一条水平直线．例如，狓＝０是

函数狔＝狓
３的驻点．

练习５．１（２）

１．已知犳（狓）＝３狓２，分别求曲线狔＝犳（狓）在点犘（－１，３）和点犙（１，３）处的切线方程．

２．借助函数图像，判断下列导数的正负（可利用信息技术工具）：

　　（１）犳′（π４），其中犳（狓）＝ｓｉｎ狓； （２）犳′（０），其中犳（狓）＝（１２）
狓

．

习题５．１　 　

　犃组

１．自由落体运动的位移犱（单位：ｍ）与时间狋（单位：ｓ）满足函数关系犱＝
１

２
犵狋
２（犵为

重力加速度）．

　　尝试寻找例３和

例４中函数的驻点．
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１０　　　

（１）分别求［４，４．１］、［４，４．０１］、［４，４．００１］这些时间段内自由落体的平均速度；

（２）求狋＝４时的瞬时速度；

（３）求狋＝犪（犪＞０）时的瞬时速度；

（４）借助（３）的结果，求狋＝
５

２
时的瞬时速度．

２．竖直向上发射的火箭熄火时上升速度达到１００ｍ／ｓ，此后其位移犎（单位：ｍ）与时

间狋（单位：ｓ）近似满足函数关系犎＝１００狋－５狋２．

（１）分别求火箭在［０，２］、［２，４］这些时间段内的平均速度；

（２）求火箭在狋＝２时的瞬时速度；

（３）熄火后多长时间火箭上升速度为０？

３．某水管的流水量狔（单位：ｍ３）与时间狋（单位：ｓ）满足函数关系狔＝犳（狋），其中

犳（狋）＝３狋．

（１）求犳（狋）在狋＝犪处的导数犳′（犪）；

（２）犳′（犪）的实际意义是什么？

（３）随着犪的取值变化，犳′（犪）是否发生变化？为什么？

４．将石子投入水中，水面产生的圆形波纹不断扩散．计算：

（１）当半径狉从犪增加到犪＋犺（犺＞０）时，圆面积相对于半径的平均变化率；

（２）当半径狉＝犪时，圆面积相对于半径的瞬时变化率．

　（第５题）

５．函数狔＝犳（狓）的图像如图所示．

（１）求割线犘犙的斜率；

（２）当点犙沿曲线向点犘运动时，割线犘犙的斜率会变大

还是变小？

６．已知犳（狓）＝－狓２，根据以下所给的自变量狓的值，求

曲线狔＝犳（狓）在对应点（狓，犳（狓））处切线的斜率，并说明这些

斜率的值是如何随着自变量的变化而变化的：

　　（１）狓＝－２； （２）狓＝－１； （３）狓＝０；

（４）狓＝１； （５）狓＝２．

７．借助函数图像，判断下列导数的正负：

（１）犳′（－π４），其中犳（狓）＝ｃｏｓ狓； （２）犳′（３），其中犳（狓）＝ｌｎ狓．

　犅组

１．已知车辆启动后的一段时间内，车轮旋转的角度和时间（单位：秒）的平方成正比，

且车辆启动后车轮转动第一圈需要１秒．

（１）求车轮转动前２秒的平均角速度；
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１１　　　

（２）求车轮在转动开始后第３秒的瞬时角速度．

２．根据导数的几何意义，求函数狔＝ ４－狓槡 ２在下列各点处的导数：

（１）狓＝－１； （２）狓＝０； （３）狓＝１．

３．已知曲线狔＝犳（狓）在狓＝１处的切线方程为狔＝４狓－３，求犳（１）和犳′（１）．

４．如图，已知直线犾是曲线狔＝犳（狓）在狓＝３处的切线，求犳′（３）．

（第４题）
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１２　　　

５．２　导数的运算

在本章５．１节的学习中，我们已经了解到一个函数在某点处

导数的概念．从导数的定义中不难发现：给定函数狔＝犳（狓），在

导数存在的前提下，对于不同的狓０，总有一个确定的导数值

犳′（狓０）与之对应．换句话说，如果用狓表示自变量，那么狔′＝

犳′（狓）也是一个关于狓 的函数．称为函数狔＝犳（狓）的导函数

（ｄｅｒｉｖｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎ，也简称为导数），其中

犳′（狓）＝ｌｉｍ
犺→０

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
．

求一个函数的导（函）数的过程常简称为求导．

如果能够求出函数狔＝犳（狓）的导数狔′＝犳′（狓），那么求该函

数在某点处导数的问题就可以通过简单的代入求值来解决．

１ 基本初等函数的导数

根据导数的定义，可以求出一些基本初等函数的导数．

例１　求常数函数狔＝犆的导数．

解　记犳（狓）＝犆．当犺≠０时，

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
＝
犆－犆

犺
＝
０

犺
＝０．

因此，当犺趋近于０时，犳′（狓）＝ｌｉｍ
犺→０
０＝０．

对于例１中的函数狔＝犳（狓），坐标平面中的相应曲线狔＝

犳（狓）是平行于狓轴的直线狔＝犆，连接该直线上任何两点的割线

都是这条直线本身，从而该直线上任何一点处的切线也是这条直

线本身．由此可见，该直线上任何一点处的切线的斜率都是０，

即对任何给定的狓０，都有犳′（狓０）＝０．由此推出犳′（狓）＝０．这就

从导数的几何意义诠释了例１的结论．

类似的分析适用于函数狔＝犽狓＋犫．记犳（狓）＝犽狓＋犫．直线狔

＝犽狓＋犫上任何一点处的切线都是这条直线本身，从而都具有斜

率犽，即对任何给定的狓０，都有犳′（狓０）＝犽．由此推出犳′（狓）＝犽．

　　常数函数、幂函
数、指数函数、对数函
数、三角函数、反三角
函数被称为基本初等

函数．

上海教育出版社

上海教育出版社



５．２　　　导数的运算

１３　　　

这个从几何上推出的结论也可用导数的定义来验证．

例２　求函数狔＝犽狓＋犫的导数．

解　记犳（狓）＝犽狓＋犫．当犺≠０时，

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
＝
犽（狓＋犺）＋犫－（犽狓＋犫）

犺
＝
犽犺

犺
＝犽．

因此，当犺趋近于０时，犳′（狓）＝ｌｉｍ
犺→０
犽＝犽．

例３　求下列幂函数狔＝犳（狓）的导数，其中：

（１）犳（狓）＝狓２；　（２）犳（狓）＝狓－１；　（３）犳（狓）＝狓
１

２．

解　（１）当犺≠０时，

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
＝
（狓＋犺）２－狓２

犺
＝
２狓犺＋犺２

犺
＝２狓＋犺．

因此，当犺趋近于０时，犳′（狓）＝ｌｉｍ
犺→０
（２狓＋犺）＝２狓．

（２）当犺≠０时，

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
＝
（狓＋犺）－１－狓－１

犺
＝
狓－（狓＋犺）

狓（狓＋犺）犺
＝

－１

狓（狓＋犺）
．

因此，当犺趋近于０时，犳′（狓）＝ｌｉｍ
犺→０

－１

狓（狓＋犺）
＝－

１

狓２
＝－狓－２．

（３）当犺≠０时，

犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
＝
狓＋槡 犺－槡狓

犺

＝
（狓＋槡 犺－槡狓）（狓＋槡 犺＋槡狓）

犺（狓＋槡 犺＋槡狓）

＝
１

狓＋槡 犺＋槡狓
．

因此，当犺趋近于０时，犳′（狓）＝ｌｉｍ
犺→０

１

狓＋槡 犺＋槡狓
＝
１

２槡狓
＝
１

２
狓－

１

２．

为了更便捷地处理求导问题，我们通常将以下基本初等函数

的导数作为公式使用：

（１）（犆）′＝０，犆为常数；

（２）（狓α）′＝α狓α－１，α为常数；

（３）（ｅ狓）′＝ｅ狓；

（４）（ｌｎ狓）′＝
１

狓
；

（５）（ｓｉｎ狓）′＝ｃｏｓ狓；

（６）（ｃｏｓ狓）′＝－ｓｉｎ狓．

　　我们已经推导了

公式（１）以及公式（２）
的一些特殊情况．如

果对这些公式的完整

推导过程感兴趣，可
参阅高等数学的有关

教科书．

上海教育出版社

上海教育出版社



５
导数及其应用

１４　　　

例４　已知函数狔＝犳（狓），其中犳（狓）＝
１

狓２
．求犳′（２）．

解　因为

犳′（狓）＝（１狓２）′＝（狓－２）′＝－２狓－２－１＝－２狓－３，
所以

犳′（２）＝－２×２－３＝－
１

４
．

例５　求正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的驻点．

解　因为狔′＝ｃｏｓ狓，而ｃｏｓ狓＝０的解是狓＝犽π＋
π

２
（犽∈犣），

所以当且仅当狓＝犽π＋
π

２
（犽∈犣）时，正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的导数为

零，即正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的驻点为狓＝犽π＋
π

２
（犽∈犣）．

练习５．２（１）

１．用导数的定义求函数狔＝狓２＋３狓－５的导数．

２．用公式求下列函数狔＝犳（狓）的导数，其中：

　　（１）犳（狓）＝
３
狓槡 ２；　　　　　　　　　（２）犳（狓）＝狓π．

３．求余弦函数狔＝ｃｏｓ狓在狓＝
π

２
处的导数．

４．证明函数狔＝ｌｎ狓与狔＝ｅ狓 没有驻点．

探究与实践　 　

在我们熟悉的基本初等函数中，有哪些函数的图像存在水平切线？有哪些函数的图像

在所有点处切线的斜率均大于０？尝试从导数公式和函数图像两个角度进行探究．

２ 导数的四则运算

基本初等函数可以通过四则运算产生新的初等函数．这些初

等函数的求导可以通过以下的“导数四则运算法则”归结为基本初

　　从函数图像上看，
这些驻点有什么特殊

性质？
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５．２　　　导数的运算

１５　　　

等函数的求导．

对函数狔＝犳（狓）与狔＝犵（狓），以下等式成立：

（７）（犳（狓）±犵（狓））′＝犳′（狓）±犵′（狓）；

（８）（犳（狓）犵（狓））′＝犳′（狓）犵（狓）＋犳（狓）犵′（狓）；

（９）（犳（狓）犵（狓））′＝犳′（狓）犵（狓）－犳（狓）犵′（狓）（犵（狓））２
，其中犵（狓）≠０．

用导数的定义可以推导出这些公式．这里只推导关于积的求

导公式（８），其余的留给有兴趣的同学自行完成．

由导数的定义，当犺≠０时，

　犳（狓＋犺）犵（狓＋犺）－犳（狓）犵（狓）

＝犳（狓＋犺）犵（狓＋犺）－犳（狓）犵（狓＋犺）＋犳（狓）犵（狓＋犺）－犳（狓）犵（狓）

＝［犳（狓＋犺）－犳（狓）］犵（狓＋犺）＋犳（狓）［犵（狓＋犺）－犵（狓）］，

于是可得

　
犳（狓＋犺）犵（狓＋犺）－犳（狓）犵（狓）

犺

＝
犳（狓＋犺）－犳（狓）

犺
犵（狓＋犺）＋犳（狓）

犵（狓＋犺）－犵（狓）

犺
．

所以，当犺趋近于０时，就有

（犳（狓）犵（狓））′＝犳′（狓）犵（狓）＋犳（狓）犵′（狓）．

例６　证明：对函数狔＝犳（狓）与任何常数犆，都有

（１０）（犆犳（狓））′＝犆犳′（狓）．

证明　用积的求导公式和常数函数的求导公式，得到

（犆犳（狓））′＝（犆）′犳（狓）＋犆犳′（狓）＝犆犳′（狓）．

例７　求下列函数狔＝犳（狓）的导数，其中：

（１）犳（狓）＝狓２ｓｉｎ狓；　（２）犳（狓）＝
狓２

狓＋２
；

（３）犳（狓）＝（狓－２）２．

解　（１）用积的求导公式以及幂函数与正弦函数的求导公

式，得到

犳′（狓）＝（狓２ｓｉｎ狓）′＝（狓２）′ｓｉｎ狓＋狓２（ｓｉｎ狓）′＝２狓ｓｉｎ狓＋狓２ｃｏｓ狓．
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５
导数及其应用

１６　　　

（２）用商的求导公式、和的求导公式以及幂函数与常数函数

的求导公式，得到

犳′（狓）＝（狓２狓＋２）′＝（狓
２）′（狓＋２）－狓２（狓＋２）′

（狓＋２）２
＝
２狓（狓＋２）－狓２

（狓＋２）２
＝
狓２＋４狓
（狓＋２）２

．

（３）先把函数表达式展开，得犳（狓）＝狓２－４狓＋４，再用和、

差的求导公式、公式（１０）以及幂函数与常数函数的求导公式，

得到

犳′（狓）＝（狓２）′－（４狓）′＋（４）′＝２狓－４．

例８　设实数犪＞０且犪≠１，求证：（ｌｏｇ犪狓）′＝
１

狓ｌｎ犪
．

证明　先用换底公式，有ｌｏｇ犪狓＝
ｌｎ狓

ｌｎ犪
，再由公式（１０）以及

对数函数的求导公式，得到

（ｌｏｇ犪狓）′＝（ｌｎ狓ｌｎ犪）′＝ １ｌｎ犪（ｌｎ狓）′＝ １

狓ｌｎ犪
．

练习５．２（２）

求下列函数狔＝犳（狓）的导数，其中：

（１）犳（狓）＝３ｅ狓－狓ｅ＋ｅ；　　　　（２）犳（狓）＝ｃｏｓ狓－
２

狓
；

（３）犳（狓）＝（２狓＋１）３； （４）犳（狓）＝槡狓ｓｉｎ狓；

（５）犳（狓）＝狓ｌｎ狓－
１

狓２
； （６）犳（狓）＝

狓２－１

狓
；

（７）犳（狓）＝
狓２－１

狓２＋１
； （８）犳（狓）＝ｔａｎ狓．

３ 简单复合函数的导数

在本节例７第（３）小题中，为了求犳（狓）＝（狓－２）２的导数，我们

先借助于完全平方公式将（狓－２）２化为狓２－４狓＋４，再利用导数四则

运算法则求导．从另一个角度看，函数狔＝（狓－２）２也可以看作由两

个函数狔＝狌
２、狌＝狓－２“套”在一起所构成的新函数．像这样，如果

一个函数狔＝犳（狌）的自变量狌又是另一个变量狓的函数狌＝犵（狓），

那么就可将狔直接看作变量狓的函数而得到一个新函数狔＝
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５．２　　　导数的运算

１７　　　

犳（犵（狓）），这个新函数被称为两个函数的复合函数（ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｆｕｎｃｔｉｏｎ）．

在对复合函数求导数时，往往不是把两个预先给定的函数先

复合成较复杂的函数，然后直接求导，而是反过来，先引进一个

中间变量，把原来的函数看作两个相对简单的函数的复合，再利

用复合函数的求导法则求其导数，从而使求导过程得到简化．例

如，函数狔＝（狓－２）２可看作由函数狔＝狌２与狌＝狓－２复合而成，

而函数狔＝ｓｉｎ２狓可看作由函数狔＝ｓｉｎ狌与狌＝２狓复合而成．

我们不讨论一般复合函数的求导问题，仅考虑由狔＝犳（狌）与

狌＝犪狓＋犫（犪≠０）复合而成的狔＝犳（犪狓＋犫）型复合函数的求导法则．

因为当犺≠０时，有

犳（犪（狓＋犺）＋犫）－犳（犪狓＋犫）

犺
＝犪·

犳（狌＋犪犺）－犳（狌）

犪犺
，

且注意到犺趋近于０当且仅当犪犺趋近于０，所以

ｌｉｍ
犺→０

犳（犪（狓＋犺）＋犫）－犳（犪狓＋犫）

犺
＝犪ｌｉｍ

犪犺→０

犳（狌＋犪犺）－犳（狌）

犪犺
．

这就给出了狔＝犳（犪狓＋犫）型复合函数的如下求导法则：

（１１）（犳（犪狓＋犫））′＝犪犳′（狌），其中狌＝犪狓＋犫．

例９　求狔＝ｌｎ（２－５狓）的导数．

解　将狔＝ｌｎ（２－５狓）看作由狔＝ｌｎ狌与狌＝２－５狓复合而

成，则

狔′＝－５（ｌｎ狌）′＝－
５

狌
＝
５

５狓－２
．

例１０　设实数犪＞０且犪≠１，求证：（犪狓）′＝犪狓ｌｎ犪．

证明　因为犪狓＝ｅｌｎ犪
狓

＝ｅ狓ｌｎ犪，可以把狔＝ｅ狓ｌｎ犪看作由狔＝ｅ狌

与狌＝狓ｌｎ犪复合而成，所以

狔′＝（ｅ狌）′ｌｎ犪＝ｅ狌ｌｎ犪＝ｅ狓ｌｎ犪ｌｎ犪＝犪狓ｌｎ犪，

即（犪狓）′＝犪狓ｌｎ犪．

练习５．２（３）

１．利用狔＝犳（犪狓＋犫）型复合函数的求导法则求下列函数的导数：

（１）狔＝（３－２狓）２； （２）狔＝ｓｉｎ２狓．

２．尝试用两种不同的方法求狔＝
１

２狓－１
的导数．
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５
导数及其应用

１８　　　

３．求曲线狔＝２１－３狓在点（０，２）处的切线方程．

４．求下列函数的导数：

（１）狔＝３狓 ２－槡 狓； （２）狔＝
ｌｎ（２狓＋１）

狓
．

探究与实践　 　

按以下步骤探究复合函数求导的一般规律：

１．分别求狔＝（狓３－２）２、狔＝狌２与狌＝狓３－２的导数，并探索三个导数之间的联系；

２．分别求狔＝ｓｉｎ
２狓＋ｓｉｎ狓－１、狔＝狌２＋狌－１与狌＝ｓｉｎ狓的导数，并探索三个导数

之间的联系；

３．根据上述两个特例，猜想复合函数求导的一般规律，并用一些实例验证你的猜想．

习题５．２　 　

　犃组

　　１．求下列函数狔＝犳（狓）的导数：

（１）犳（狓）＝π； （２）犳（狓）＝
３
狓槡 ５；

（３）犳（狓）＝
１

狓３
．

２．求曲线狔＝ｃｏｓ狓在狓＝
π

２
处的切线方程．

３．已知曲线狔＝狓
３在原点以外某点犘处切线的斜率为犪．

（１）求点犘的坐标； （２）判断犪的正负．

４．求曲线狔＝狓
３－３狓＋５平行于狓轴的切线及其切点坐标．

５．求曲线狔＝
１

狓
平行于直线狔＝－狓的切线及其切点坐标．

６．求下列函数狔＝犳（狓）的导数：

（１）犳（狓）＝２狓ｅ－ｅ２； （２）犳（狓）＝ｅ狓ｃｏｓ狓；

（３）犳（狓）＝
狓－１

狓－２
； （４）犳（狓）＝

ｌｎ狓

ｓｉｎ狓
．

７．用两种方法求函数狔＝（狓－２）（３－４狓）的导数．
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５．２　　　导数的运算

１９　　　

８．已知函数狔＝犳（狓）与狔＝犵（狓）满足条件犳（１）＝２，犳′（１）＝３，犵（１）＝４与犵′（１）＝５．

对于下列函数狔＝犺（狓），求犺（１）和犺′（１）：

（１）犺（狓）＝２犵（狓）－
１

３
犳（狓）； （２）犺（狓）＝２犵（狓）犳（狓）－

１

３
；

（３）犺（狓）＝
２犵（狓）－１
３犳（狓）

．

９．利用狔＝犳（犪狓＋犫）型复合函数的求导法则，求下列函数的导数：

（１）狔＝ ２狓槡 －５； （２）狔＝ｃｏｓ
狓

２
；

（３）狔＝
１

ｅ狓＋１
．

１０．用两种方法求函数狔＝
２

狓－１
的导数．

１１．某种动物的体温犜（单位：℃）与太阳落山后经过的时间狋（单位：ｍｉｎ）满足函数关

系犜＝
１２０

狋＋５
＋１５．

（１）当狋＝５时，求该动物体温的瞬时变化率；

（２）在哪一时刻该动物体温的瞬时变化率是－２℃／ｍｉｎ？（结果精确到０．１ｍｉｎ）

１２．已知某港口一天内潮水的深度狔（单位：ｍ）与时间狋（单位：ｈ）近似满足函数关系

狔＝３ｓｉｎ（π１２狋＋
５π

６），０≤狋≤２４．分别求上午６时与下午６时潮水涨（落）的速度．

　犅组

１．已知一列火车从静止开始加速的一段时间内，其行驶速度狏（单位：ｍ／ｓ）与行驶时

间狋（单位：ｓ）满足函数关系狏＝０．４狋＋０．６狋２．

（１）求这段时间内火车行驶的加速度；

（２）火车行驶到哪一时刻，其加速度为４ｍ／ｓ２？

２．直线狔＝－狓＋犫是下列曲线的切线吗？如果是，请求出犫的值；如果不是，请说

明理由．

（１）狔＝ｌｎ狓； （２）狔＝
１

狓
．

３．吹一个球形的气球时，气球半径狉将随空气容量犞的增加而增大．

（１）写出气球半径狉关于气球内空气容量犞的函数表达式；

（２）求犞＝１时，气球的瞬时膨胀率（即气球半径关于气球内空气容量的瞬时变化率）．

４．判断下列求导结果是否正确．如果不正确，请指出错在哪里，并予以改正．
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（１）（ｓｉｎ狓狓 ）′＝－１狓２ｓｉｎ狓－ｃｏｓ狓狓 ； （２）（ｌｎ（２－狓））′＝
１

２－狓
．

５．求过点（０，－１）且与曲线狔＝２狓２相切的直线的方程．

６．已知一罐汽水放入冰箱后的温度狓（单位：℃）与时间狋（单位：ｈ）满足函数关系

狓＝４＋１６ｅ－２狋．

（１）求狓′（１），并解释其实际意义；

（２）已知摄氏度狓与华氏度狔（单位：）满足函数关系狓＝
５

９
（狔－３２），求狔关于狋的

导数，并解释其实际意义．

７．求下列函数狔＝犳（狓）的导数，其中：

（１）犳（狓）＝狓２ｓｉｎ３狓－
２

槡狓
； （２）犳（狓）＝

ｅ狓－ｅ－狓

ｅ狓＋ｅ－狓
．
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５．３　导数的应用

在对函数的研究中，单调性与极大（小）值、最大（小）值是重

要的主题之一．但限于初等数学所能提供的工具，在很多常见函

数面前，我们往往束手无策，而导数则为我们研究函数的这些性

质提供了通用和便捷的手段．

本章引入的定理大多需要高等数学的知识才能严格证明，但

同学们可以借助一些熟悉的函数（如二次函数）来验证这些结论的

合理性．

１ 利用导数研究函数的单调性

函数的单调性研究的是在一个区间内函数是否严格增或严格减，

即函数值是否随着自变量的增大而增大，或随着自变量的增大而减

小．导数是函数的瞬时变化率，反映了在自变量发生变化的瞬间，函

数值随之发生的增减变化，因此，导数是研究函数单调性的最佳工

具．特别地，从导数的正负就可以直接判断函数的单调性：

　　定理　在区间犐上，若犳′（狓）＞０，则函数狔＝犳（狓）

在该区间严格增；若犳′（狓）＜０，则函数狔＝犳（狓）在该区

间严格减．

在导数值都存在的情况下，导数值由正变负或由负变正的过

程中会出现导数等于零的点，即函数的驻点．因此，要把函数的单

调增区间和单调减区间划分出来，就要先找到函数的驻点．找到驻

点后，再看驻点两侧导数值的正负是否发生变化，如果发生变化

了，此驻点就成为单调增区间与单调减区间的分界点．

例１　已知犳（狓）＝狓２－４狓＋２，求函数狔＝犳（狓）的单调

区间．

解　先求函数的驻点：犳′（狓）＝２狓－４．令犳′（狓）＝０，解得

　　对一些你熟悉的

函数，借助信息技术
工具，从数值和图像
两个角度进行尝试，
获得的结论一致吗？
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狓＝２．此函数只有一个驻点．

当狓＞２时，犳′（狓）＞０，函数狔＝犳（狓）严格增；

当狓＜２时，犳′（狓）＜０，函数狔＝犳（狓）严格减．

因此，函数狔＝犳（狓）的单调增区间为（２，＋∞），单调减区

间为（－∞，２）．

例２　已知犳（狓）＝狓３＋狓２－狓－１，求函数狔＝犳（狓）的

单调区间．

解　对函数求导，得犳′（狓）＝３狓２＋２狓－１．令犳′（狓）＝０，

解得狓１＝－１，狓２＝
１

３
．此函数有两个驻点．

当狓＜－１或狓＞
１

３
时，犳′（狓）＞０，函数狔＝犳（狓）严格增；

当－１＜狓＜
１

３
时，犳′（狓）＜０，函数狔＝犳（狓）严格减．

因此，函数狔＝犳（狓）的单调增区间为（－∞，－１）及（１３，＋∞），

单调减区间为（－１，１３）．
注意，有时驻点并不是单调增区间与单调减区间的分界点．

例３　已知犳（狓）＝狓３，求函数狔＝犳（狓）的单调区间．

解　对函数求导，得犳′（狓）＝３狓２．令犳′（狓）＝０，解得

狓＝０，所以此函数在狓＝０时有唯一的驻点．但是，由于永远成

立犳′（狓）≥０，驻点两侧导数值的正负没有发生变化，因此该驻

点不是单调区间的分界点．此函数的单调增区间为（－∞，＋∞）．

在讨论中，我们也要注意函数没有定义的点．这样的点也可

能成为单调增区间与单调减区间的分界点．

例４　已知犳（狓）＝狓－２，求函数狔＝犳（狓）的单调区间．

解　该函数在狓＝０处没有定义．当狓≠０时，犳′（狓）＝

－２狓－３，因为方程犳′（狓）＝０无解，所以函数狔＝犳（狓）没有驻点．

但当狓＞０时，犳′（狓）＜０，犳（狓）严格减；当狓＜０时，犳′（狓）＞０，

犳（狓）严格增．可见，函数狔＝犳（狓）的单调增区间为（－∞，０），单

调减区间为（０，＋∞），而其分界点恰是该函数没有定义的点．

上面我们用导数值的正负来判断函数在某区间上的单调性．

　　在学习了更多相

关知识后，还可以进
一步讨论单调区间是

否包含端点．

　　用已经学过的二

次函数知识验证这个

结果．

　　利用信息技术工

具绘制这个函数的图

像以验证结果．

　　此例表明，犳′（狓）

＞０并不是函数在一

个区间上严格增的必

要条件．
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除此之外，导数值还可用以判断函数变化速度的快慢：导数犳′（狓０）

是曲线狔＝犳（狓）在点（狓０，犳（狓０））处的切线的斜率，它描述了曲线

狔＝犳（狓）在点（狓０，犳（狓０））附近相对于狓轴的倾斜程度：当犳′（狓０）＞０

时，犳′（狓０）越大，曲线狔＝犳（狓）在点（狓０，犳（狓０））附近相对于狓轴倾

斜程度越大，函数值狔＝犳（狓）递增得越快；而当犳′（狓０）＜０时，

犳′（狓０）越小，曲线狔＝犳（狓）在点（狓０，犳（狓０））附近相对于狓轴倾斜程

度越大，函数值狔＝犳（狓）递减得越快．总之，导数的绝对值越大，

函数图像就越“陡峭”，也就是函数值的变化速度越快．

例５　已知在区间（０，１）上犳′（狓）＞１．在图５３１所示的

图像中，哪些有可能表示函数狔＝犳（狓）？为什么？

　　　（１）　　　　　　　（２）　　　　　　　（３）　　　　　　　（４）

图５３１

解　在区间（０，１）上，因为犳′（狓）＞１，所以函数图像中每一

点处切线的斜率都应大于１．在图５３１中，由观察可知：

图（１）中的曲线越来越“陡峭”，在区间（０，１）上各点处的切线

斜率始终大于１；

图（２）中的曲线由“陡峭”变得“平缓”，在区间（０，１）的右半段

的切线斜率小于１；

图（３）中的曲线由“平缓”变得“陡峭”，在区间（０，１）的左半段

的切线斜率小于１；

图（４）中的曲线越来越“平缓”，在区间（０，１）上各点处的切线

斜率始终小于１．

因此，只有图５３１（１）中的图像有可能表示函数狔＝犳（狓）．

练习５．３（１）

１．利用导数研究下列函数的单调性，并说明所得结果与你之前的认识是否一致：

　　（１）狔＝ｅ狓； （２）狔＝ｌｎ狓；

（３）狔＝犪狓２＋犫狓＋犮，其中犪≠０．

２．确定下列函数的单调区间：

（１）狔＝狓ｅ狓； （２）狔＝４狓３－９狓２＋６狓＋７．
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２ 利用导数研究函数的极值

观察图５３２中函数狔＝犳（狓）的图像，其中有一些特殊的

点，在这些特殊点的左右两侧附近，函数的单调性发生了改变．

例如，函数在点（狓１，犳（狓１））的左侧附近严格增，右侧附近严格

减，此处出现了一个“山峰”；又如，函数在点（狓２，犳（狓２））的左

侧附近严格减，右侧附近严格增，此处出现了一个“山谷”．

图５３２

　　换句话说，存在含有狓１的一个开区间，该区间内其他自变量所

对应的函数值都不大于犳（狓１），此时，就说函数狔＝犳（狓）在狓＝狓１处

取得极大值犳（狓１），而点狓１称为函数狔＝犳（狓）的极大值点．类似地，

存在含有狓２的一个开区间，该区间内其他自变量所对应的函数值都

不小于犳（狓２），此时，就说函数狔＝犳（狓）在狓＝狓２处取得极小值

犳（狓２），而点狓２称为函数狔＝犳（狓）的极小值点．

因此，图５３２所示的函数有三个极大值点狓１、狓３、狓５，

还有三个极小值点狓２、狓４、狓６．

极大值和极小值统称为极值，而极大值点和极小值点则统称

为极值点．

在导数存在的前提下，极值点一定是函数的驻点，函数曲线

在该点的切线是水平的．但反过来，我们却不能说一个函数的驻

点一定是其极值点．例如，在函数狔＝狓３中，点狓＝０虽是其驻

点，但不是极值点，因为这个函数在整个区间（－∞，＋∞）上是

严格增的．因此，要找到函数狔＝犳（狓）的极值点，通过

犳′（狓０）＝０找到驻点狓＝狓０ 只是第一步，还要根据驻点附近

犳′（狓）的符号才能断定狓０是否为犳（狓）的极值点．
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具体地说，我们有如下定理：

　　定理　设点狓＝狓０是函数狔＝犳（狓）的驻点．

（１）若在点狓０的左侧附近有犳′（狓）＞０，而在狓０的右

侧附近有犳′（狓）＜０，则函数狔＝犳（狓）在狓０处取得极大值；

（２）若在点狓０的左侧附近有犳′（狓）＜０，而在狓０的右

侧附近有犳′（狓）＞０，则函数狔＝犳（狓）在狓０处取得极小值．

例６　已知犳（狓）＝－狓２＋６狓－１，求函数狔＝犳（狓）的单调

区间和极值．

解　对函数求导，得犳′（狓）＝－２狓＋６．令犳′（狓）＝０，解得

狓＝３，从而狓＝３为函数狔＝犳（狓）的唯一驻点．把该驻点与其两

侧的区间列表如下：

表５３

狓 （－∞，３） ３ （３，＋∞）

犳′（狓） ＋ ０ －

犳（狓）  极大值８ 

因此，狔＝犳（狓）在区间（－∞，３）内严格增，在区间（３，＋∞）

内严格减，在狓＝３处取得极大值犳（３）＝８．

例７　求正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的单调区间和极值．

解　这是一个周期为２π的周期函数．记犳（狓）＝ｓｉｎ狓，求导

可得犳′（狓）＝ｃｏｓ狓．令犳′（狓）＝０，解得狓＝２犽π±
π

２
，犽∈犣．将不

同驻点及其所划分出的区间在一个周期上的情况列表如下：

表５４

狓 ２犽π－
π

２

２犽π－
π

２
，（

２犽π＋
π

２）
２犽π＋

π

２

２犽π＋
π

２
，（

２（犽＋１）π－
π

２）
２（犽＋１）π－

π

２

犳′（狓） ０ ＋ ０ － ０

犳（狓）极小值－１  极大值１  极小值－１

因此，对任意给定的犽∈犣，正弦函数狔＝ｓｉｎ狓 在区间

　　把驻点与驻点所

划分的区间列表，可以
简明清晰地呈现函数

的增减情况和极值点．

上海教育出版社

上海教育出版社



５
导数及其应用

２６　　　

（２犽π－π２，２犽π＋
π

２）内严格增，在区间（２犽π＋
π

２
，２（犽＋１）π－

π

２）
内严格减，在狓＝２犽π－

π

２
时取得极小值－１，在狓＝２犽π＋

π

２
时取

得极大值１．

例８　已知犳（狓）＝
１

３
狓３－狓＋２，求函数狔＝犳（狓）的单调

区间和极值．

解　对函数求导，得犳′（狓）＝狓２－１．令犳′（狓）＝０，解得两

个驻点狓１＝－１，狓２＝１．列表如下：

表５５

狓 （－∞，－１） －１ （－１，１） １ （１，＋∞）

犳′（狓） ＋ ０ － ０ ＋

犳（狓）  极大值
８

３
 极小值

４

３


因此，函数狔＝犳（狓）的单调增区间为（－∞，－１）及（１，＋∞），

单调减区间为（－１，１）．狔＝犳（狓）在狓＝－１处取得极大值犳（－１）＝

８

３
，在狓＝１处取得极小值犳（１）＝

４

３
．

练习５．３（２）

１．求余弦函数狔＝ｃｏｓ狓的单调区间和极值．

２．求函数狔＝狓３－３狓的单调区间和极值．

３ 利用导数研究函数的最值

在许多理论和现实的问题中，常常需要求函数的最大值或者

最小值（统称为最值）．最值反映了函数在定义域上整体的情况，

而极值则仅考虑函数在某点附近的局部特征．有时最值和极值是

一致的，如函数狔＝ｓｉｎ狓；但有时却不一致，如图５３２所示的

函数．当然，一个函数的极值与最值可能都不存在，如函数

狔＝狓
３．但是，如果考虑一个在闭区间上的连续函数，函数的最

大值与最小值一定存在．

上面所说的一个区间犐上的连续函数，可以直观地理解为在
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２７　　　

区间犐上图像为一条连绵不断的曲线的函数．更精确及普适的连续

函数的定义，要用到严格的极限语言，在高等数学中才能给出．

例９　已知犳（狓）＝－狓２＋６狓－１，求函数狔＝犳（狓）在区

间［０，７］上的最大值与最小值．

解　由本节例６可知，函数狔＝－狓２＋６狓－１的驻点为狓＝３，

比较犳（３）＝８，犳（０）＝－１，犳（７）＝－８，可知该函数在［０，７］上的

最大值是８，最小值是－８，如图５３３所示．

在例９中，我们对驻点处与区间两端点处的函数值进行比

较，其中最大的就是最大值，最小的就是最小值．在导数存在的

前提下，闭区间上的连续函数的最值原则上都可以按照这样的方

法求出．

例１０　已知犳（狓）＝
１

３
狓３－狓＋２，求函数狔＝犳（狓）在

［０，３］上的最大值与最小值．

解　由本节例８可知，函数狔＝
１

３
狓３－狓＋２的两个驻点为

狓１＝－１，狓２＝１．

由于驻点狓１＝－１不在区间［０，３］内，因此只需比较

犳（１）＝
４

３
，犳（０）＝２，犳（３）＝８，可知函数狔＝

１

３
狓３－狓＋２在

［０，３］上的最大值是８，最小值是
４

３
．

４ 利用导数研究二次函数

导数为研究函数的单调性、极值与最值提供了有力的工具．

利用这一工具，我们可以对熟悉的二次函数狔＝犪狓２＋犫狓＋犮

（犪≠０）进行回顾和再认识．以下仅讨论犪＞０的情况，犪＜０的情

况也可以用类似的方法获得相应的结果．

首先，可以利用导数的正负来判断函数狔＝犪狓２＋犫狓＋犮（犪＞０）

的单调性，同时求出它的极值．

记犳（狓）＝犪狓２＋犫狓＋犮．对该函数求导，可得犳′（狓）＝２犪狓＋犫，

令犳′（狓）＝０，解得函数有唯一驻点狓０＝－
犫

２犪
．可以列表如下：

图５３３

　　为什么只要比较

这几个点的函数值（甚
至不必分析驻点是不

是极值点），就可以求
出最值？
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表５６

狓 （－∞，－犫２犪） －
犫

２犪 （－犫２犪，＋∞）
犳′（狓） － ０ ＋

犳（狓）  极小值
４犪犮－犫２

４犪


因此，函数狔＝犳（狓）的单调减区间为（－∞，－犫２犪），单调增

区间为（－犫２犪，＋∞）．狔＝犳（狓）在狓０＝－犫２犪处取得极小值

犳（－犫２犪）＝４犪犮－犫
２

４犪
．这个极小值也是该函数在区间（－∞，＋∞）

上的最小值．

知道了该函数的单调区间之后，结合函数的零点，就可以解

决相应的不等式问题．

我们已经知道，求二次函数狔＝犪狓２＋犫狓＋犮（犪＞０）的零点，

就是求一元二次方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪＞０）的实根．

令Δ＝犫２－４犪犮，我们已知：当Δ＞０时，方程有两个不相等

的实根狓１＝
－犫－ 犫２－４槡 犪犮

２犪
，狓２＝

－犫＋ 犫２－４槡 犪犮

２犪
；当Δ＝０

时，方程有两个相等的实根狓１＝狓２＝－
犫

２犪
；当Δ＜０时，方程无

实根．

上述方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０的实根就是函数狔＝犪狓
２＋犫狓＋犮

的零点；再结合函数狔＝犳（狓）的单调性，我们就可以求得使

犳（狓）≥０（或犳（狓）≤０）的 狓 的 取 值 范 围， 也 就 是 不 等 式

犪狓２＋犫狓＋犮≥０（或犪狓２＋犫狓＋犮≤０）的解集．

记犳（狓）＝犪狓２＋犫狓＋犮．为了解不等式犪狓２＋犫狓＋犮≥０（犪＞０），

可以分以下三种情况讨论：

（１）当Δ＞０时，比较函数零点与驻点的大小关系，有

狓１＝
－犫－ 犫２－４槡 犪犮

２犪
＜狓０＜狓２＝

－犫＋ 犫２－４槡 犪犮

２犪
．

因为狔＝犳（狓）在区间（－∞，狓０）上严格减，所以

　　此处所得结果与你

之前的认识是否一致？

方法是不是更简便？
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当狓∈（－∞，狓１）时，犳（狓）＞犳（狓１）＝０；

当狓∈（狓１，狓０）时，犳（狓）＜犳（狓１）＝０．

同样地，因为狔＝犳（狓）在区间（狓０，＋∞）上严格增，所以

当狓∈（狓０，狓２）时，犳（狓）＜犳（狓２）＝０；

当狓∈（狓２，＋∞）时，犳（狓）＞犳（狓２）＝０．

此外，犳（狓１）＝犳（狓２）＝０，犳（狓０）＝
４犪犮－犫２

４犪
＜０．

因此，该不等式的解集为（－ ∞，狓１］∪［狓２，＋ ∞），

即（－∞，－犫－ 犫２－４槡 犪犮

２犪 ］∪［－犫＋ 犫
２－４槡 犪犮

２犪
，＋∞）．

（２）当Δ＝０时，有狓１＝狓２＝狓０＝－
犫

２犪
，由函数单调性可

知，当狓∈（－∞，＋∞）时，均有犳（狓）≥犳（狓０）＝犳（狓１）＝

犳（狓２）＝０．因此，该不等式的解集为犚．

（３）当Δ＜０时，由函数单调性可知，当狓∈（－∞，＋∞）

时，均有犳（狓）≥犳（狓０）＝犳（－犫２犪）＝４犪犮－犫
２

４犪
＞０．因此，该不等

式的解集为犚．

综合以上分析可得：当Δ＞０时，不等式犪狓２＋犫狓＋犮≥０

（犪＞０）的解集为（－∞，－犫－ 犫２－４槡 犪犮

２犪 ］∪［－犫＋ 犫
２－４槡 犪犮

２犪
，＋∞）；

当Δ≤０时，该不等式的解集为犚．这就很方便地得到必修课程

第２章中的相应结论．

练习５．３（３）

１．判断下列说法是否正确，并说明理由：

（１）函数在某区间上的极大值不会小于它的极小值；

（２）函数在某区间上的最大值不会小于它的最小值；

（３）函数在某区间上的极大值就是它在该区间上的最大值；

（４）函数在某区间上的最大值就是它在该区间上的极大值．

２．求函数狔＝狓２－６狓＋５，狓∈［１，４］的值域．

３．求函数狔＝狓３－３狓在区间 －
３

２
，０

熿

燀

燄

燅
上的最大值与最小值．

　　知道了函数的单调

性和零点，相应的不等
式问题就迎刃而解了．
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５ 利用导数解决实际问题

前面已经看到，导数可用来研究函数在某区间上的最大

（小）值，从而对解决何时利润最大、何时用料最省等优化问

题发挥着重要作用．

例１１　图５３４是一张边长为３的正方形硬纸板，先在

它的四个角上裁去边长为狓的四个小正方形，再折叠成无盖纸

盒．当裁去的小正方形边长狓发生变化时，纸盒的容积犞会随

之发生变化．当狓在什么范围内变化时，容积犞随着狓的增大

而增大？当狓在什么范围内变化时，容积犞随着狓的增大而减

小？当狓取何值时，容积犞 最大？最大值是多少？（纸板厚度

忽略不计）

图５３４

解　由题意，得

犞（狓）＝狓（３－２狓）２，狓∈（０，３２）．
求导可得

犞′（狓）＝１２狓２－２４狓＋９．

为求驻点，令１２狓２－２４狓＋９＝０，得狓１＝
１

２
与狓２＝

３

２
，后者不

在定义域内，舍去．

容易算出，当狓∈（０，１２）时，犞′（狓）＞０；当狓∈（
１

２
，
３

２）时，

犞′（狓）＜０．因此，当狓在０到
１

２
之间变化时，容积犞 随着狓的

增大而增大；当狓在
１

２
到
３

２
之间变化时，容积犞随着狓的增大而
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减小；而当狓＝
１

２
时，容积犞（１２）＝２是极大值，也是最大值．

例１２　已知某商品的成本犆与产量狇满足函数关系犆＝

犆（狇），其中犆（狇）＝１００＋
１

４
狇
２，并定义平均成本为犆＝犆（狇），

其中犆（狇）＝
犆（狇）

狇
．

（１）比较犆′（１０）和犆′（２０），解释两者的大小代表了怎样的

实际意义；

（２）当产量为多少时，平均成本最少？

解　（１）因为犆′（狇）＝
１

２
狇，所以犆′（１０）＝５，犆′（２０）＝１０，

有犆′（１０）＜犆′（２０）．

犆′（１０）＝５代表当产量为狇＝１０时，增加单位产量需付出的

成本增加量为５；而犆′（２０）＝１０代表当产量为狇＝２０时，增加

单位产量需付出的成本增加量为１０．

（２）平均成本犆（狇）＝
犆（狇）

狇
＝
１００

狇
＋
狇

４
，犆′（狇）＝－

１００

狇
２ ＋
１

４
．

令犆′（狇）＝０，得狇２＝４００，根据实际意义，可知狇＞０，因

此，狇＝２０是其驻点．

当０＜狇＜２０时，犆′（狇）＜０，函数犆＝犆（狇）严格减；而当狇＞

２０时，犆′（狇）＞０，函数犆＝犆（狇）严格增．因此，当产量狇＝２０时，

平均成本最少．

例１３　如图５３５，将一根直径为犱的圆木锯成截面为

矩形的梁．问：矩形的高犺和宽犫应如何选择，才能使梁的抗弯

强度犠＝
１

６
犫犺２最大？

解　根据题意，可知犺２＝犱２－犫２，所以犠（犫）＝
１

６
犫（犱２－犫２），

０＜犫＜犱．

求导，得犠′（犫）＝
１

６
犱２－

１

２
犫２．令犠′（犫）＝０，得到驻点犫＝

槡３

３
犱．

由问题的实际意义，当犫＝
槡３

３
犱时，梁的抗弯强度最大，此

时，犺２＝犱２－犫２＝
２

３
犱２，即犺＝

槡６

３
犱．

　　经济学中通常将

犆′（狇）称为边际成本，
它代表产量为狇 时，
增加单位产量需付出

的成本增加量．

图５３５

上海教育出版社

上海教育出版社



５
导数及其应用

３２　　　

在很多情形下（如例１１与例１３），由实际问题本身的意义，

可知函数在区间内部必定存在最大值（或最小值），而区间内部只

有一个驻点，由此即可断定：该函数在区间内部的唯一驻点处取

得最大值（或最小值）．

例１４　一艘船航行所需的燃料费与船速的平方成正比．如

果船速是１０ｋｍ／ｈ，那么每小时的燃料费是８０元．已知该船航行

的其他费用为每小时４８０元，在１００ｋｍ的航程中，保持怎样的船

速可使航行总费用最少？（结果精确到１ｋｍ／ｈ）

解　设当船速为狓（ｋｍ／ｈ）时，每小时所需燃料费为犽狓２元．

根据题意，当狓＝１０时，犽狓２＝１００犽＝８０，从而解得犽＝
４

５
．

因此，船在１００ｋｍ航程中的总费用为

狔＝犳（狓）＝
１００

狓 （４５狓２＋４８０）＝８０狓＋
４８０００

狓
，狓＞０．

求导，得犳′（狓）＝８０－
４８０００

狓２
，令犳′（狓）＝０，得狓＝１０槡６是唯

一驻点．当０＜狓＜１０槡６时，犳′（狓）＜０，函数狔＝犳（狓）严格减；

而当狓＞１０槡６时，犳′（狓）＞０，函数狔＝犳（狓）严格增．因此，函数

狔＝犳（狓）在狓＝１０槡６≈２４（ｋｍ／ｈ）处取得最小值．

所以，在１００ｋｍ的航程中，保持约２４ｋｍ／ｈ的船速可使航

行总费用最少．

练习５．３（４）

　（第２题）

１．某商品的成本犆和产量狇满足函数关系犆＝５００００＋２００狇，该商品

的销售单价狆和产量狇满足函数关系狆＝２４２００－
１

５
狇
２．问：要使利润最

大，应如何确定产量？

２．采矿、采石或取土时，常用炸药包进行爆破，部分爆破呈圆锥漏

斗形状（如图），已知圆锥的母线长是炸药包的爆破半径犚，它的值是固

定的．问：炸药包埋多深可使爆破体积最大？
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习题５．３　 　

　犃组

　　１．利用导数研究下列函数的单调性，并说明结果与你之前的认识是否一致：

（１）狔＝（１ｅ）
狓

； （２）狔＝ｌｏｇ１
ｅ
狓．

２．利用导数判断函数狔＝
１

ｃｏｓ狓
，狓∈（－π２，

π

２）的单调性，并求出极值．
３．某函数图像如图所示，它在［犪，犫］上哪一点处取得最大值？它是极大值点吗？在哪

一点处取得最小值？它是极小值点吗？

（第３题）

４．求下列函数的单调区间、极值点和极值：

（１）狔＝狓２＋２狓＋３； （２）狔＝狓＋
１

狓
；

（３）狔＝３狓－狓３； （４）狔＝狓２ｅ狓．

５．证明：函数狔＝狓３＋４狓在（－∞，＋∞）上严格增．

６．求函数狔＝－狓
３＋１２狓－１的单调减区间．

７．证明：函数狔＝狓－
１

狓
没有极值点．

８．求函数狔＝－狓
３＋１２狓－１，狓∈［０，３］的值域．

　犅组

１．判断下列函数在（－∞，＋∞）上是否存在驻点，是否存在极值点，并说明理由：

（１）狔＝狓狀，狀为正奇数；

（２）狔＝狓狀，狀为正偶数．

２．已知函数狔＝狓
３＋２犿狓２－狀狓＋犿在狓＝１处有极值０，求犿＋狀的值．
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　（第３题）

３．用长为１８ｍ的钢条制作一个如图所示的长方体框架．已知长方

体的长宽比为２∶１，问：该长方体的长、宽、高各为多少时，其体积

最大？最大体积是多少？

４．某分公司经销一品牌产品，每件产品的成本为４元，且每件产品

需向总公司交３元的管理费，预计当每件产品的售价为狓元（８≤狓≤１１）

时，一年的销售量为（１２－狓）２万件．问：当每件产品的售价为多少元时，该分公司一年的

利润犔最大？（结果精确到１元）

课后阅读　 　

微积分简史

　　１７世纪，两位科学巨匠伽利略（Ｇ．Ｇａｌｉｌｅｉ）和开普勒（Ｊ．Ｋｅｐｌｅｒ）的一系列发现导致了

数学从古典数学向现代数学的转折．自然科学，特别是天文学和力学等学科的发展都需要

一种新的数学工具来研究运动和变化的过程，这促成了微积分的发明和发展．

朴素的积分学思想其实可以追溯到古希腊时代，在中国古代的数学中也有其踪迹，但

直到１７世纪，微积分才出现重大突破．微积分主要来源于对四类问题的研究：面积、体

积、弧长问题；位移、速度、加速度关系问题；切线问题；最值问题．许多数学家对此作

出了贡献，这其中有卡瓦列利（Ｆ．Ｃａｖａｌｉｅｒｉ）、费马（Ｐ．ｄｅＦｅｒｍａｔ）、沃利斯（Ｊ．Ｗａｌｌｉｓ）、笛

卡儿（Ｒ．Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ）和巴罗（Ｉ．Ｂａｒｒｏｗ）等．在经过了半个世纪的酝酿后，牛顿（Ｉ．Ｎｅｗｔｏｎ）

和莱布尼茨（Ｇ．Ｌｅｉｂｎｉｚ）分别独立地完成了微积分创立过程中最后也是最关键的一步．牛

顿和莱布尼茨的杰出贡献，不在于发现求切线和求面积的方法，而是给出了一般的无穷小

算法，同时又找出了微分学和积分学的互逆关系，现称为微积分基本定理，这一深刻的思

想已成为人类文明中的瑰宝．

牛顿对微积分问题的研究始于１６６４年秋，当时他正在剑桥大学读书．他因对笛卡儿

圆法产生兴趣而开始寻找更好的求切线方法．１６６５年１１月，牛顿发明了“正流数术”（微分

法），次年５月又建立了“反流数术”（积分法）．１６６６年１０月，牛顿将前两年的研究成果整

理成一篇总结性论文，现以《流数简论》著称．这是历史上第一篇系统的微积分文献．在这

篇论文中，牛顿通过揭示微分和积分的互逆关系而将两者统一为一个整体．尽管如此，这

一论文在许多方面还是不成熟的．在其后的大约四分之一世纪的时间里，牛顿不断地完善

自己的微积分学说，先后著成了三篇微积分论文：《分析学》（１６６９）、《流数法》（１６７１）和

《求积术》（１６９１）．它们真实地再现了牛顿创建微积分的思想历程．

与牛顿发明微积分的运动学背景不同，莱布尼茨创立微积分首先是出于对几何学问题

的思考．１６７３年，他因在帕斯卡（Ｂ．Ｐａｓｃａｌ）的有关论文中获得启迪，而提出自己的“微分
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三角形”理论．在对微分三角形的研究中，莱布尼茨逐渐认识到什么是求曲线的切线和求

曲线下的面积的实质，并发现了这两类问题的互逆关系．由此他建立起一种更一般的算

法，并将以往解决这两类问题的各种结果和技巧加以统一．

刚刚诞生的微积分以其神奇的效果赢得了普遍的关注，但在理论上却是粗糙和不完美

的，后世的许多数学家为其理论的建立和完善作出了不懈的努力，特别是欧拉（Ｌ．Ｅｕｌｅｒ）、

达朗贝尔（Ｊ．ｄＡｌｅｍｂｅｒｔ）、波尔查诺（Ｂ．Ｂｏｌｚａｎｏ）、柯西（Ａ．Ｌ．Ｃａｕｃｈｙ）和维尔斯特拉斯

（Ｋ．Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ）等人作出了重要的贡献．直到１９世纪后半叶，现代意义的严密的微积分

与数学分析理论才真正成形．特别值得一提的是，１８５９年，我国历史上首部微积分中文教

科书《代微积拾级》在上海出版，标志着高等数学的传入．此书的原作者为美国数学家罗密

士（Ｅ．Ｌｏｏｍｉｓ），译者为中国数学家李善兰和英国人伟烈亚力（Ａ．Ｗｙｌｉｅ）．

微积分的创立具有划时代的意义，它开辟了数学的新时代，使数学获得了极大的发

展，取得了空前的繁荣，诸如微分方程、复变函数、微分几何等数学分支都应运而生．微

积分给出了一整套的科学方法，开创了科学的新纪元，并因此加强和加深了数学的巨大作

用与应用．有了微积分，人类才有能力把握运动和变化，进而推动了工业革命，促进了大

工业生产，最终有了现代化的社会．微积分不仅极大地促进了天文学、力学、物理学等基

础学科的发展，还在现代化学、生物学、工程学、地理学、经济学等自然科学、社会科学

及应用科学各个分支获得了极其广泛的应用．几乎所有现代技术领域，如机械、仪器仪

表、建筑、航海、航空航天、信息与通讯等，其技术的发展和产品的设计也都以微积分为基本

数学工具．

纵观微积分的历史之旅，有着说不完的数学故事．请同学们课后查阅有关书籍和资

料，认真地进行回顾和小结．
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内容提要　 　

１．导数的概念及意义

（１）导数的概念：函数狔＝犳（狓）在狓＝狓０处的导数犳′（狓０），是函数在狓＝狓０附近的

平均变化率
犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
当犺趋近于０时所趋近的稳定值，记作

犳′（狓０）＝ｌｉｍ
犺→０

犳（狓０＋犺）－犳（狓０）

犺
．

把自变量值狓０对应到犳′（狓０）所给出的函数记作狔＝犳′（狓），称为狔＝犳（狓）的导函数，简称

导数．

（２）导数的物理意义：在满足函数关系犱＝犳（狋）的运动中，该函数在狋＝狋０处的导数

犳′（狋０）就是狋０时刻的瞬时速度．

（３）导数的几何意义：对于曲线狔＝犳（狓），函数狔＝犳（狓）在狓＝狓０处的导数犳′（狓０）

就是曲线在点（狓０，犳（狓０））处的切线斜率．

２．常用的求导公式与法则

（１）（犆）′＝０，犆为常数；

（２）（狓α）′＝α狓α－１，α为常数；

（３）（ｅ狓）′＝ｅ狓；

（４）（ｌｎ狓）′＝
１

狓
；

（５）（ｓｉｎ狓）′＝ｃｏｓ狓；

（６）（ｃｏｓ狓）′＝－ｓｉｎ狓；

（７）（犳（狓）±犵（狓））′＝犳′（狓）±犵′（狓）；

（８）（犳（狓）犵（狓））′＝犳′（狓）犵（狓）＋犳（狓）犵′（狓）；

（９）（犳（狓）犵（狓））
′
＝
犳′（狓）犵（狓）－犳（狓）犵′（狓）

（犵（狓））２
，其中犵（狓）≠０；

（１０）（犆犳（狓））′＝犆犳′（狓），犆为常数；

（１１）（犳（犪狓＋犫））′＝犪犳′（狌），其中狌＝犪狓＋犫．

３．用导数研究函数

（１）函数的单调性：在区间犐上，若犳′（狓）＞０，则函数狔＝犳（狓）严格增；若犳′（狓）＜０，

则函数狔＝犳（狓）严格减．

（２）函数的极值：在导数存在的前提下，若狓０是函数狔＝犳（狓）的极值点，则犳′（狓０）＝

０，即狓０是函数狔＝犳（狓）的驻点．反之，在狓０是函数狔＝犳（狓）的驻点的前提下，若在狓０的
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左侧附近有犳′（狓）＞０，在狓０的右侧附近有犳′（狓）＜０，则狔＝犳（狓）在狓０处取得极大值；若

在狓０的左侧附近有犳′（狓）＜０，在狓０的右侧附近有犳′（狓）＞０，则狔＝犳（狓）在狓０处取得极

小值．

（３）连续函数在闭区间上必存在最值（最大值与最小值）．

复习题　 　

　犃组

１．请根据图中的函数图像，将下列数值按从小到大的顺序排列：　　　　　　　　．

　（第１题）

① 曲线在点犃处切线的斜率；

② 曲线在点犅处切线的斜率；

③ 曲线在点犆处切线的斜率；

④ 割线犃犅的斜率；

⑤ 数值０；

⑥ 数值１．

２．已知犳（狓）＝槡狓，犵（狓）＝犽狓２．

（１）求曲线狔＝犳（狓）在点（４，２）处的切线方程；

（２）若曲线狔＝犵（狓）经过点（４，２），求它与（１）中切线的另一个交点．

３．从桥上将一小球掷向空中，小球相对于地面的高度犺（单位：ｍ）和时间狋（单位：ｓ）

近似满足函数关系犺＝－５狋２＋１５狋＋１２．问：

（１）小球的初始高度是多少？

（２）小球在狋＝０到狋＝１这段时间内的平均速度是多少？

（３）小球在狋＝１时的瞬时速度是多少？

（４）小球所能达到的最大高度是多少？何时达到？

４．已知犳（狓）＝ｌｎ狓，犵（狓）＝ｅ狓，计算下列函数狔＝犺（狓）在点狓＝１处的导数值：

（１）犺（狓）＝３犳（狓）－５犵（狓）； （２）犺（狓）＝犳（狓）犵（狓）；

（３）犺（狓）＝
犳（狓）

犵（狓）
； （４）犺（狓）＝犳（２狓＋１）＋犵（３狓－１）．

５．计算下列函数狔＝犳（狓）的导数，其中：

（１）犳（狓）＝
π

２
＋ｓｉｎ（－狓）； （２）犳（狓）＝

３
槡狓－

１

狓３
；

（３）犳（狓）＝（１２狓－５）（３－４狓）； （４）犳（狓）＝
ｃｏｓ狓

狓２
．
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６．求下列函数狔＝犳（狓）的单调区间和极值点，其中：

（１）犳（狓）＝
２

３
狓－１； （２）犳（狓）＝２＋狓－狓２；

（３）犳（狓）＝狓３＋狓２－８狓＋７．

７．借助第６题的结果，求下列函数狔＝犳（狓）在给定区间上的最大值和最小值，其中：

（１）犳（狓）＝
２

３
狓－１，狓∈［０，３］；

（２）犳（狓）＝２＋狓－狓２，狓∈［－１，１］；

（３）犳（狓）＝狓３＋狓２－８狓＋７，狓∈［－３，３］．

　犅组

　（第１题）

１．已知狔＝犳′（狓）的图像如图所示，求函数狔＝犳（狓）在（－２，２）上

的单调区间和极值点．

２．若直线狔＝狓是曲线狔＝狓
３－３狓２＋犪狓的切线，求犪的值．

３．设函数狔＝狓
３＋犪狓２＋犫狓＋犮的图像与狔＝０在原点相切，

若函数的极小值为－４，求函数的表达式与单调减区间．

４．某种型号的汽车在匀速行驶中每小时的耗油量狔（单位：Ｌ）关于行驶速度狓（单位：

ｋｍ／ｈ）满足函数关系狔＝
１

１２８０００
狓３－

３

８０
狓＋８（０＜狓≤１２０）．已知甲、乙两地相距１００ｋｍ．

问：当汽车保持怎样的速度匀速行驶时，从甲地到乙地的耗油量最小？

５．要建造一个给定容积犞的圆柱体蓄水池，已知池底单位造价为池侧面单位造价的

２倍．问：应如何选择蓄水池的底面半径狉和高犺，才能使总造价最低？

６．已知某厂生产一种产品的总成本犆（单位：万元）与产品件数狓 满足函数关系

犆＝１２００＋
２

７５
狓３，产品单价犘（单位：万元）和产品件数狓满足函数关系犘２＝

２５００００

狓
．问：

产量为多少件时，总利润最大？

拓展与思考

１．讨论函数狔＝狓
３＋犪狓＋犫的单调性．（可借助信息技术工具）

２．判断方程狓３＋犪狓＋犫＝０有几个实根．（可借助信息技术工具）
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第６章

计数原理
　　自远古以来，数（狊犺ù）的概念就来源于数（狊犺ǔ）这个动

作．直到今天，精确地知道一个有限集合中元素的个数，仍

然是一类非常重要的问题．例如，在必修课程第１２章中，

我们已经看到古典概率的计算往往需要用到一些集合的元

素个数之间的比值，但在那里，因为样本空间较小，大多

数计数都是通过枚举完成的．在本章里，我们将学习一些基

本的计数原理，以便能够解决更多的计数问题．
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６．１　　
乘法原理
与加法原理

１ 乘法原理

先看下面的问题：

如图６１１，从甲地到丙地，需经过乙地．其中，从甲地到

乙地有３条路线犃１、犃２、犃３，而从乙地到丙地有２条路线犅１、

犅２．那么，从甲地经由乙地到丙地，共有多少种不同的走法？

从甲地到乙地有３种不同的走法，按其中任何一种走法到达

乙地后，再由乙地到丙地又有２种不同的走法．于是，不同的走

法就有以下６种情形（其中符号犃１犅１的含义是“先走路线犃１，

再走路线犅１”，其余类同）：

犃１犅１、犃１犅２、犃２犅１、犃２犅２、犃３犅１、犃３犅２．

其中，每一种情形都可“从甲地经由乙地到丙地”．因此，从甲地

经由乙地到丙地共有

３×２＝６

种不同的走法．

这里使用的就是下面的

　　乘法原理（分步计数原理）　做一件事，需要依次完成狀

个步骤，其中完成第一步有犪１种不同的方法，完成第二步

有犪２种不同的方法，……，完成第狀步有犪狀 种不同的方

法．那么完成这件事共有

犪１犪２…犪狀

种不同的方法．

例１　一个三层的书架上共放有９本书，其中第一层放有

４本不同的语文书，第二层放有３本不同的数学书，第三层放有

２本不同的外语书．若从书架的第一、二、三层各取１本书，共

图６１１
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有多少种不同的取法？

解　从书架的第一、二、三层各取１本书，可以分三个步骤

完成：

第一步：从第一层取１本语文书，有４种取法；

第二步：从第二层取１本数学书，有３种取法；

第三步：从第三层取１本外语书，有２种取法．

根据乘法原理，不同取法的种数为

４×３×２＝２４．

即从书架的第一、二、三层各取１本书，有２４种不同的取法．

例２　用１、２、３、４、５可以组成多少个没有重复数字的

三位数？

解　要组成一个没有重复数字的三位数，可以分三个步骤

完成：

第一步：确定百位上的数字，从５个数字中任选一个，有５

种选法；

第二步：确定十位上的数字，因为不允许有重复数字，所以

从第一步余下的数字中任选一个，有４种选法；

第三步：确定个位上的数字，因为不允许有重复数字，所以

从前两步余下的数字中任选一个，有３种选法．

根据乘法原理，不同取法的种数为

５×４×３＝６０．

因此，可以组成６０个没有重复数字的三位数．

例３　正整数５４０有多少个不同的正约数？

解　将５４０进行素因数分解，得

５４０＝２２×３３×５．

因此，５４０的正约数都可以写成２犪３犫５犮的形式，其中犪∈｛０，１，２｝，

犫∈｛０，１，２，３｝，犮∈｛０，１｝，通过犪、犫、犮的不同取值，可以得到

５４０的所有不同的正约数．

这样，确定５４０的正约数可以分下面三个步骤完成：

第一步：确定约数中犪的值，有犪＝０，犪＝１，犪＝２共３种

可能；

第二步：确定约数中犫的值，有４种可能；

第三步：确定约数中犮的值，有２种可能．
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根据乘法原理，５４０的不同正约数的个数为

３×４×２＝２４．

因此，５４０有２４个不同的正约数．

练习６．１（１）

１．公园有４个门，从一个门进，再从另一个门出，共有多少种不同的走法？

２．４名学生报名参加两项体育比赛，每人至少报一项，每项比赛参加的人数不限，共

有多少种不同的报名结果？

２ 加法原理

再看下面的问题：

从甲地到乙地，可以乘飞机，可以乘轮船，也可以乘汽车．

一天中，飞机有４班，轮船有３班，汽车有２班．问：一天中乘

坐这些交通工具从甲地到乙地共有多少种不同的走法？

因为一天中乘飞机有４种走法，乘轮船有３种走法，乘汽车

有２种走法，其中每一种方法都可以实现从甲地到乙地的目的，

所以一天中乘坐这些交通工具从甲地到乙地共有

４＋３＋２＝９

种不同的走法．

这里使用的就是下面的

　　加法原理（分类计数原理）　做一件事，完成它有狀类

办法，其中第一类办法有犪１种不同的方法，第二类办法有

犪２种不同的方法，……，第狀类办法有犪狀 种不同的方法．

那么完成这件事共有

犪１＋犪２＋…＋犪狀

种不同的方法．

例４　用１、２、３、４、５这五个数字可以组成多少个十位

数字大于个位数字的两位数？

解　十位数字大于个位数字的两位数可以分成四类：

十位为５，有５１、５２、５３、５４共４个；

　　每一类办法中的

每一种方法都可以单

独完成这件事情，这
是“加法原理”与“乘法
原理”的区别．
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十位为４，有４１、４２、４３共３个；

十位为３，有３１、３２共２个；

十位为２，只有２１一个．

根据加法原理，十位数字大于个位数字的两位数共有４＋３

＋２＋１＝１０个．

例５　如图６１２，从甲地到乙地有２条路，从乙地到丁地

有３条路；从甲地到丙地有４条路，从丙地到丁地有２条路．那么，

从甲地到丁地，如果每条路至多走一次，且每个地点至多经过一

次，有多少种不同的走法？

解　从甲地到丁地的走法可以分成两类：

第一类：从甲地经由乙地到丁地．这类走法可以分成两个步

骤：先从甲地到乙地，有２种走法；再从乙地到丁地，有３种走

法．根据乘法原理，这一类走法的种数为

２×３＝６．

第二类：从甲地经由丙地到丁地．这类走法可以分成两个步

骤：先从甲地到丙地，有４种走法；再从丙地到丁地，有２种走

法．根据乘法原理，这一类走法的种数为

４×２＝８．

根据加法原理，从甲地到丁地共有

６＋８＝１４

种不同的走法．

例６　在３００和８００之间，有多少个没有重复数字的

奇数？

解　一个三位奇数的个位上的数字必是奇数，且因为不允许

有重复数字出现，当一个奇数字（１、３、５、７、９）作为个位数时，

它就不能作为百位数．所以，符合条件的数可以按百位上的数字

是奇数或偶数分成两类：

第一类：百位上的数字是偶数．这样的三位数可以由以下三

个步骤确定：

第一步，百位上的数字从４和６中任选一个，有２种选法；

第二步，个位上的数字从１、３、５、７、９中任选一个，有５

种选法；

第三步，十位上的数字从余下的８个数字中任选一个，有８

图６１２
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种选法．

根据乘法原理，这一类奇数的个数为

２×５×８＝８０．

第二类：百位上的数字是奇数．这样的三位数可以由以下三

个步骤确定：

第一步，百位上的数字从３、５、７中任选一个，有３种选法；

第二步，个位上的数字从余下的４个奇数中任选一个，有４

种选法；

第三步，十位上的数字从余下的８个数字中任选一个，有８

种选法．

根据乘法原理，这一类奇数的个数为

３×４×８＝９６．

根据加法原理，在３００和８００之间共有

８０＋９６＝１７６

个没有重复数字的奇数．

练习６．１（２）

１．在平面直角坐标系中，以１、２、３、４、５这五个数中的两个分别作为一个点的横

坐标和纵坐标，可以组成多少个位于直线狔＝狓下方的点？

２．书架上放有６本不同的数学书和５本不同的语文书．从中任取一本，有多少种不同

的取法？

习题６．１　 　

　犃组

１．４名学生分别报名参加学校的足球队、篮球队和棒球队，每人限报其中的一支．

问：有多少种不同的报名方法？

２．某服装厂为学校设计了４种样式的上衣、３种样式的裤子．若取其中的一件上衣和

一条裤子配成校服，则可以配出多少种不同样式的校服？

３．在一种编码方式中，每个编码都是两位字符，规定第一位用数字０至９中之一，第

二位用２６个小写英文字母中之一．这种编码方式共可以产生多少个不同的编码？

４．设集合犃＝｛（狓，狔）｜狓∈犣，狔∈犣，且｜狓｜≤６，｜狔｜≤７｝，则集合犃 中有多少个
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元素？

５．从犪、犫、犮、犱、犲这５个元素中取出４个，放在４个不同的格子中，且元素犫不

能放在第二个格子里．问：一共有多少种不同的放法？

６．犃、犅、犆、犇、犈五人站成一排，如果犅必须站在犃的右边（犃、犅可以不相邻），

那么有多少种不同的排法？

　犅组

１．乘积（犪１＋犪２）（犫１＋犫２＋犫３）（犮１＋犮２＋犮３＋犮４）的展开式中有多少项？

２．如图，要接通从犃到犅的电路，不同的接通方法有多少种？

（第２题）

　　３．用１、２、３、４、５、６组成没有重复数字的六位数，要求所有相邻两个数字的奇偶

性都不同，且１和２相邻．问：有多少个这样的六位数？

４．已知狆１、狆２、狆３是互不相同的素数，α、β、γ是正整数，狀＝狆
α
１狆β２狆γ３．问：狀有

多少个不同的正约数？
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６．２　排列

１ 排列的定义

考虑下面两个问题：

问题１：从甲、乙、丙３名学生中任选２名，一名担任正班

长，另一名担任副班长．有多少种不同的选法？

这个问题就是从甲、乙、丙３名学生中，每次任选２名，按

照正班长在左、副班长在右的顺序排列，求一共有多少种不同的

排法．

首先确定正班长，在３名学生中，任选一名作为正班长，有

３种方法；然后确定副班长，当正班长选定后，副班长就只能在

其余的两人中选取，有２种方法．于是，根据乘法原理，从甲、

乙、丙３名学生中，每次任选２名，按照正班长在左、副班长在

右的顺序排列的不同方法共有

３×２＝６

种，即有６种不同的选法．

问题１是从３个不同的元素犪、犫、犮中任取２个，并按序排

列，求一共有多少种不同的排列方法．所有的排列是

犪犫、犪犮、犫犪、犫犮、犮犪、犮犫．

这些排列的总数为３×２＝６．

问题２：已知抛物线的方程为狔＝犪狓２＋犫狓＋犮，其中犪、犫、

犮∈｛１，２，３，４｝，且犪、犫、犮两两不同．求这样的抛物线的个数．

这个问题就是从４个不同的数字中，每次任取３个不同的数

字，按照狓２的系数、狓的系数和常数项这样的顺序排列起来，

求一共有多少种不同的排法．

第一步，先确定狓２的系数，从１、２、３、４这４个数字中任

取１个，有４种方法；

第二步，确定狓的系数，当狓２的系数确定以后，狓的系数
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只能从余下的３个数字中任取１个，有３种方法；

第三步，确定常数项，当狓２ 的系数和狓的系数都确定以

后，常数项只能从余下的２个数字中任取１个，有２种方法．

根据乘法原理，从４个不同的数字中，每次任取３个不同的

数字，分别作为狓２的系数、狓的系数和常数项的方法共有

４×３×２＝２４

种．具体方法如图６２１所示（ 中的数字从左至右依次为

狓２的系数、狓的系数和常数项）．

图６２１

以上两个问题的共同点在于，都是从若干个不同元素中选

取部分（或全部）元素，并按序排列，求一共有多少种不同的

排法．

定义　从狀个互不相同的元素中，取出犿（犿≤狀）个不同元

素按照一定的顺序排成一列，叫做从狀个元素中取出犿 个元素

的一个排列（ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ）．

从排列的定义可以看出，如果两个排列是相同的，不仅组成

这两个排列的元素完全相同，而且排列的顺序也是完全相同的．

如果所取的元素不完全相同，那么这两个排列是两个不同的排列

（如问题１中的犪犫与犪犮）；如果所取的元素完全相同，但排列顺序

不同，那么这两个排列也是不同的排列（如问题２中的 与

）．
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例１　写出从犪、犫、犮、犱四个元素中任取两个不同元素

的所有排列．

解　先画出下面的树形图（图６２２）：

图６２２

于是可知，所有的排列是犪犫、犪犮、犪犱、犫犪、犫犮、犫犱、犮犪、犮犫、

犮犱、犱犪、犱犫、犱犮．

例２　将６本不同的书排成一排，有多少种不同的排法？

解　考虑一排的６个位子（图６２３）．将６本书排成一排，

相当于将这６本书分别放到这６个位子中，这是将全部６个元素

进行排列的问题．

从左至右将６个位子依次编号为１到６，完成一个排列可以

分为以下六个步骤：

第一步：确定放在１号位上的书，有６种方法；

第二步：确定放在２号位上的书，有５种方法；

第三步：确定放在３号位上的书，有４种方法；

第四步：确定放在４号位上的书，有３种方法；

第五步：确定放在５号位上的书，有２种方法；

第六步：确定放在６号位上的书，有１种方法．

根据乘法原理，不同的排法数为

６×５×４×３×２×１＝７２０．

于是，将６本不同的书排成一排，有７２０种不同的排法．

例３　１０名学生排成两排照相，每排５人，共有多少种

不同的排列方式？

解　将第一排的５个位置从左至右编号，号码分别为１到５；

再将第二排的５个位置从左至右编号，号码分别为６到１０．这

样，问题就转化为：１０名学生排在编号为１到１０的十个位置

上，共有多少种不同的排法？ 这时，完成一个排列可以分为以

下十个步骤：

第一步：确定坐在１号位上的学生，有１０种方法；

图６２３
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第二步：确定坐在２号位上的学生，有９种方法；

……

第犽步：确定坐在犽号位上的学生，有１１－犽种方法；

……

第十步：确定坐在１０号位上的学生，有１种方法．

根据乘法原理，不同的排法数为

１０×９×８×…×２×１＝３６２８８００．

练习６．２（１）

１．写出从犪、犫、犮、犱、犲这五个不同元素中任意取出两个元素的所有排列．

２．已知犕＝｛１，２，３，４｝，且犿∈犕，狀∈犕，方程
狓２

犿
＋
狔２

狀
＝１表示的曲线是椭圆．问：

可以有多少个不同的椭圆？

２ 排列数的计算

怎样计算从狀个不同元素中取出犿 个元素的排列的个数？

一般地，我们有下面的定义：

定义　从狀个互不相同的元素中，取出犿（犿≤狀）个不同元

素的所有排列的个数，叫做从狀个元素中取出犿 个元素的排列

数，用符号犘犿狀 表示．

例如，问题１中的选法数可以表示为Ｐ２３＝６；问题２中的抛

物线个数可以表示为Ｐ３４＝２４．下面研究排列数的计算公式．

求排列数Ｐ３狀，可以这样考虑：假定有排好顺序的３个位子

（图６２４），从狀个互不相同的元素犪１、犪２、…、犪狀中任取３个

填空，一个位子填一个元素，每一种填法就得到一个排列；反过

来，任何一个排列都可以由这样的一种填法得到．因此，所有不

同填法的总数就是排列数Ｐ３狀．

图６２４

　　Ｐ是英文ｐｅｒｍｕｔａ

ｔｉｏｎ的第一个字母．在

有些资料中也用符号

Ａ犿狀 表示排列数．
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为了计算Ｐ３狀，可以分成以下三个步骤：

第一步，确定１号位上的元素，这可以从狀个互不相同的元

素中任取一个填空，有狀种方法；

第二步，确定２号位上的元素，这可以从剩下的狀－１个互

不相同的元素中任取一个填空，有狀－１种方法；

第三步，确定３号位上的元素，这可以从剩下的狀－２个互

不相同的元素中任取一个填空，有狀－２种方法．

根据乘法原理，可以得到排列数为

Ｐ３狀＝狀（狀－１）（狀－２）．

同样，求Ｐ犿狀，可以这样考虑：假定有排好顺序的犿 个位子

（图６２５），从狀个互不相同的元素犪１、犪２、…、犪狀 中任取犿

个填空，一个位子填一个元素，每一种填法就得到一个排列；反

过来，任何一个排列都可以由这样的一种填法得到．因此，所有

不同填法的总数就是排列数Ｐ犿狀．

图６２５

为了计算Ｐ犿狀，可以分成以下犿个步骤：

第一步，确定１号位上的元素，这可以从狀个互不相同的元

素中任取一个填空，有狀种方法；

第二步，确定２号位上的元素，这可以从剩下的狀－１个互

不相同的元素中任取一个填空，有狀－１种方法；

第三步，确定３号位上的元素，这可以从剩下的狀－２个互

不相同的元素中任取一个填空，有狀－２种方法；

以此类推，当前面的犿－１个位子都被填好后，犿 号位可以

从余下的狀－（犿－１）个互不相同的元素中任取一个填空，有狀－

犿＋１种方法．

根据乘法原理，可以得到排列数为

Ｐ犿狀＝狀（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１），

其中犿及狀是正整数，且犿≤狀．这个公式叫做排列数公式．

上海教育出版社

上海教育出版社



６．２　　　排列

５１　　　

例４　用０、１、２、３、４、５这６个数字，可以组成多少

个没有重复数字的三位数？

解　解法一：用０到５这６个数字组成一个三位数，可以看

成从这６个数字中任取３个的一个排列（０排在百位的除外）．由

于百位上的数字不能是０，因此可以分两个步骤考虑：先排百位

上的数字，再排十位和个位上的数字．

百位上的数字从１到５这５个数字中任取１个，有Ｐ１５种情

形；十位和个位上的数字，可以从余下的５个数字中任取２个，

有Ｐ２５种情形．根据乘法原理，所求的三位数的个数为

Ｐ１５Ｐ
２
５＝５×５×４＝１００．

解法二：从０到５这６个数字中任取３个数字的排列数，减

去其中以０为排头的排列数，就是用这６个数字组成的没有重复

数字的三位数的个数．

从０到５这６个数字中任取３个数字的排列数为Ｐ３６，其中以

０为排头的排列数为Ｐ２５，因此所求的三位数的个数为

Ｐ３６－Ｐ
２
５＝６×５×４－５×４＝１００．

解法三：由于０不能出现在百位上，因此可以根据数码中是

否有０和０出现在哪一位上进行分类讨论．

满足条件的三位数可以分成三类：

每一位数字都不是０的三位数有Ｐ３５个；

个位数字是０的三位数有Ｐ２５个；

十位数字是０的三位数有Ｐ２５个．

根据加法原理，符合条件的三位数的个数为

Ｐ３５＋Ｐ
２
５＋Ｐ

２
５＝６０＋２０＋２０＝１００．

例５　（１）７个人站成一排．若甲和乙不能相邻排列，有

多少种不同的排法？

（２）要将８本各不相同的教科书排成一排放在书架上，其中

数学书３本、外语书２本、物理书３本．如果３本数学书要排在

一起，２本外语书也要排在一起，那么有多少种不同的排法？

解　（１）解法一：因为甲和乙不能相邻，所以可以先考虑确

定甲和乙在排列中的位置，再进行排列．

将一排的７个位置从左向右依次编号为１到７，则甲和乙所

在位置的编号有以下１５种情形：
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（１，３）、（１，４）、（１，５）、（１，６）、（１，７）、（２，４）、（２，５）、（２，６）、

（２，７）、（３，５）、（３，６）、（３，７）、（４，６）、（４，７）、（５，７）．

这样，可以分两步找出符合条件的排列：

第一步，确定甲和乙在以上１５种情形中的位置，有１５×２

种情形；

第二步，确定余下５人在排列中的位置，有Ｐ５５种情形．

根据乘法原理，符合条件的排列的个数为

１５×２×Ｐ５５＝３０×１２０＝３６００．

解法二：因为甲和乙不能相邻，所以可以先将余下５人排列

好，相邻两人中间均留有一个空位，加上两端的空位，共有６个

空位，再将甲乙两人分别插入其中两个不同的空位即可．

这样，可以分两步找出符合条件的排列：

第一步，先对甲和乙以外的５人进行排列，共有Ｐ５５种情形，

这５人形成了６个空位；

第二步，再将甲和乙分别插入这６个空位中的２个，共有

Ｐ２６种情形．

根据乘法原理，符合条件的排列的个数为

Ｐ５５Ｐ
２
６＝１２０×３０＝３６００．

总之，７个人站成一排，若甲和乙不能相邻排列，共有３６００

种排法．

（２）分三个步骤完成这件事情：

第一步：将３本数学书和２本外语书都分别看作一本书，然

后连同其他３本物理书排成一排，有Ｐ５５种排法；

第二步：３本数学书的位置可以互换，有Ｐ３３种排法；

第三步：２本外语书的位置也可以互换，有Ｐ２２种排法．

根据乘法原理，不同排法的总数为

Ｐ５５Ｐ
３
３Ｐ
２
２＝１２０×６×２＝１４４０．

例６　将犪、犫、犮、犱、犲、犳六个不同元素排成一列，其

中犪不在首位，犫不在末位．问：有多少种不同的排法？

解　根据犪所在的位置可以分以下两种情形：

若犪在末位，则余下５个元素可任意排列，这样的排列的个

数为

Ｐ５５＝５×４×３×２×１＝１２０．

若犪不在末位，则因为犪不在首位，可以分三步找出符合条
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件的排列：

第一步，确定犪的位置，有４种情形；

第二步，确定犫的位置，有４种情形；

第三步，确定余下４个元素在排列中的位置，有Ｐ４４种情形．

根据乘法原理，犪不在首位和末位的排列的个数为

４×４×Ｐ４４＝１６×４×３×２×１＝３８４．

综上，满足条件的排列的个数为

１２０＋３８４＝５０４．

练习６．２（２）

１．５名篮球队员甲、乙、丙、丁、戊，排成一排．

（１）共有多少种不同的排法？

（２）若甲必须站在排头，有多少种不同的排法？

（３）若甲不能站排头，也不能站排尾，有多少种不同的排法？

２．（１）配制某种染色剂，需要加入３种有机染料、２种无机染料和２种添加剂，其中

有机染料的添加顺序不可以相邻．为研究所有不同的添加顺序对染色效果的影响，总共要

试验多少次？

（２）某展览馆计划展出１０幅不同的画，其中水彩画１幅、油画４幅、国画５幅．现排

成一排陈列，要求同一品种的画必须连在一起，并且水彩画不放在两端．问：有多少种不

同的陈列方式？

３ 排列数的性质

把狀个不同元素全部进行排列，叫做这狀个元素的全排列．

在排列数公式Ｐ犿狀＝狀（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１）（１≤犿≤狀）中，

令犿＝狀，得知狀个元素的全排列总数是

Ｐ狀狀＝狀（狀－１）（狀－２）…３×２×１．

为方便起见，把乘积狀（狀－１）（狀－２）…３×２×１记作狀！，读

作狀的阶乘，那么狀个不同元素的全排列数可以写成

Ｐ狀狀＝狀！．

利用阶乘符号可以将排列数公式作如下变形：

上海教育出版社

上海教育出版社



６
计数原理

５４　　　

Ｐ犿狀 ＝狀（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１）

＝
狀（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１）（狀－犿）…２×１

（狀－犿）…２×１

＝
狀！

（狀－犿）！
．

即排列数公式还可写成

Ｐ犿狀＝
狀！

（狀－犿）！
．

为了使这个公式在犿＝狀时也成立，我们规定

０！＝１．

同理，为了使Ｐ犿狀＝
狀！

（狀－犿）！
在犿＝０时也成立，我们规定Ｐ０狀＝１．

例７　设狀是一个不小于１７的正整数，用排列数表示

（狀－１６）（狀－１５）…（狀－６）．

解　根据排列数公式，可以得到

（狀－１６）（狀－１５）…（狀－６）＝（狀－６）［（狀－６）－１］［（狀－６）－２］

　…［（狀－６）－１１＋１］

＝Ｐ１１狀－６．

例８　已知犿、狀是正整数，且犿≤狀．求证：

（１）Ｐ犿狀＝狀Ｐ犿－１狀－１；

（２）Ｐ犿狀＋犿Ｐ犿－１狀 ＝Ｐ犿狀＋１．

证明　（１）根据排列数公式，可以得到

Ｐ犿狀 ＝
狀！

（狀－犿）！
＝

狀·（狀－１）！
［（狀－１）－（犿－１）］！

＝狀Ｐ犿－１狀－１．

所以，Ｐ犿狀＝狀Ｐ犿－１狀－１．

（２）根据排列数公式，可以得到

　　　　Ｐ犿狀＋犿Ｐ
犿－１
狀 ＝

狀！

（狀－犿）！
＋犿

狀！

（狀－犿＋１）！

＝
狀！（狀－犿＋１）＋狀！×犿

（狀－犿＋１）！

＝
狀！（狀－犿＋１＋犿）
［（狀＋１）－犿］！
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＝
（狀＋１）！

［（狀＋１）－犿］！

＝Ｐ犿狀＋１．

所以，Ｐ犿狀＋犿Ｐ犿－１狀 ＝Ｐ犿狀＋１．

例９　解关于正整数狀的方程：Ｐ４２狀＋１＝１４０Ｐ３狀．

解　首先，由排列数的定义，有
２狀＋１≥４，

狀≥３，
烅
烄

烆

由此解得狀≥３．

此外，原方程可化为

（２狀＋１）２狀（２狀－１）（２狀－２）＝１４０狀（狀－１）（狀－２），

再化简，可得

（２狀＋１）（２狀－１）＝３５（狀－２），

即

４狀２－３５狀＋６９＝０，

即

（狀－３）（４狀－２３）＝０．

舍去非整数的根狀＝
２３

４
，故

狀＝３．

练习６．２（３）

１．已知狀是正整数，且
Ｐ７狀－Ｐ

５
狀

Ｐ５狀
＝８９．求狀的值．

２．已知狀为不小于２的正整数，求证：Ｐ狀＋１狀＋１－Ｐ
狀
狀＝狀

２Ｐ狀－１狀－１．

习题６．２　 　

　犃组

１．用１、２、３、４可以组成多少个没有重复数字的四位正整数？其中有多少个偶数？

２．从１、２、３、４、５这５个数字中，任取２个不同的数字作为一个点的坐标，一共可

以组成多少个不同的点？

３．在方程犪狓＋犫狔＝０中，设系数犪、犫是集合｛０，１，２，３，５，７｝中两个不同的元素．求

这些方程所表示的不同直线的条数．
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４．将５个人排成一排，若甲和乙必须排在一起，则有多少种不同的排法？

５．从７名运动员中选４名组成接力队参加４×１００米接力赛．问：甲、乙两人都不跑中

间两棒的排法有多少种？

６．从７名男生和５名女生中选取３人依次进行面试．

（１）若参加面试的人全是女生，则有多少种不同的面试方法？

（２）若参加面试的人中，恰好有１名女生，则有多少种不同的面试方法？

７．若犿为正整数，且犿＜２７，则（２７－犿）（２８－犿）…（３４－犿）等于 （　　）

Ａ．Ｐ８２７－犿；　　　 Ｂ．Ｐ２７－犿３４－犿；

Ｃ．Ｐ７３４－犿；　　 Ｄ．Ｐ８３４－犿．

８．求满足等式Ｐ３２狀＝２８Ｐ
２
狀的正整数狀的值．

９．解关于正整数狓的不等式Ｐ狓８＜６Ｐ
狓－２
８ ．

　犅组

１．有４张分别标有数字１、２、３、４的红色卡片和４张分别标有数字１、２、３、４的蓝

色卡片，从这８张卡片中取出４张排成一行．如果所取出的４张卡片所标数字之和等于

１０，那么不同的排法共有多少种？

２．有６张连号的电影票，分给３名教师和３名学生，要求师生相间而坐．求不同分法

的种数．

３．在一张节目单中原有６个节目已排好顺序，现要插入３个节目，并要求不改变原有

６个节目前后相对顺序．问：一共有多少种不同的插法？

４．２名男生和４名女生排成一排．问：男生既不相邻也不排两端的不同排法共有多

少种？

５．在一次电影展中，某影院要在两天内放映１２部参赛影片，每天只有６个时间段放

映６部参赛影片，每个时间段放映１部，其中甲、乙两部电影不能在同一天放映．问：有

多少种不同的排片方案？

６．从６人中选取４人分别去犃、犅、犆、犇四个城市游览，要求每个城市有一人游览，

而每人只游览一个城市，且这６人中，甲、乙两人都不去犃地游览．问：不同的选择方案

共有多少种？
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６．３　组合

１ 组合的定义

考虑下面的问题：从甲、乙、丙３名学生中选出２名，有多

少种不同的选法？

这个问题与本章６．２节的问题１不同．６．２节的问题１是从３

个互不相同的元素中任取２个，并按序排列，求一共有多少种不

同的排列方法，这是排列问题；而本节所考虑的问题是，从３个

互不相同的元素中任取２个，不管怎样的顺序都看作同一组，求

一共有多少个不同的组．这就是所要研究的组合问题．

定义　从狀个互不相同的元素中，取出犿（犿≤狀）个不同元

素作为一组，叫做从狀 个元素中取出犿 个元素的一个组合

（ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ）．

上面的问题中要确定有几种不同的选法，就是要求从３个互

不相同的元素中取出２个不同元素的所有组合的个数．如果两个

组合中的元素完全相同，不管元素的顺序如何，这两个组合都是

相同的组合；而只有当两个组合中的元素不完全相同时，这两个

组合才是不同的组合．上面问题的所有组合有３个，分别是：

甲乙、乙丙、丙甲．

注意：组合“甲乙”与组合“乙甲”是相同的组合，而组合“甲乙”与

组合“乙丙”是不同的组合．

从排列和组合的定义可以看到，排列与元素的顺序有关，组

合与元素的顺序无关．例如，“甲乙”与“乙甲”是不同的排列，但

它们是同一个组合．

例１　判断下列问题分别是排列问题还是组合问题：

（１）从１０名学生中任选５名去参观一个展览，求有多少种

不同的选法；

（２）从１、２、３、４、５这５个数字中，每次任取２个不同的

　　注意排列与组合

的区别．
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数作为一个点的坐标，求所有不同点的个数；

（３）一个黄袋中装有四张分别写有１、３、５、７的卡片，另一

个红袋中装有四张分别写有２、８、１６、３２的卡片．从红袋和黄袋

中各任取一张卡片，问这两张卡片上的数相加所得的和有多少种；

（４）有四本不同的书要分别送给四个人，每人一本，问一共

有多少种不同的送法．

解　（１）组合问题；（２）排列问题；（３）组合问题；（４）排

列问题．

例２　甲、乙、丙、丁４支篮球队举行单循环赛（即任意

两支球队都要比赛一场）．

（１）写出每场比赛的两支球队；

（２）写出冠亚军的所有可能情况．

解　（１）这是一个组合问题，将两支球队的组合用一个集合

表示，共有６个组合：

｛甲，乙｝、｛甲，丙｝、｛甲，丁｝、｛乙，丙｝、｛乙，丁｝、｛丙，丁｝．

（２）这是一个排列问题，即从４支球队中任意选取２支，按

照冠军和亚军顺序排列，共有１２种排列方式（符号（甲，乙）表示

“甲是冠军，乙是亚军”）：

（甲，乙）、（甲，丙）、（甲，丁）、（乙，丙）、（乙，丁）、（丙，丁）、

（乙，甲）、（丙，甲）、（丁，甲）、（丙，乙）、（丁，乙）、（丁，丙）．

练习６．３（１）

１．（１）写出从犪、犫、犮、犱、犲五个元素中任取两个不同元素的所有组合；

（２）写出从犪、犫、犮、犱、犲五个元素中任取两个不同元素的所有排列．

２．平面上的６个点犃、犅、犆、犇、犈、犉中的任意３个点都不在同一条直线上，写

出所有以其中３个点为顶点的三角形．

２ 组合数的计算

类似于排列数，我们给出组合数的定义：

定义　从狀个互不相同的元素中，取出犿（犿≤狀）个不同元

素的所有组合的个数，叫做从狀个元素中取出犿 个元素的组合

　　请同学们思考本

例中各题的判断依据．
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数，用符号犆犿狀 表示．

因此，从甲、乙、丙３名学生中任选２名，有Ｃ２３种不同的

方法．

下面我们研究组合数Ｃ犿狀 的计算方法，这可以从组合数Ｃ犿狀

与排列数Ｐ犿狀 的关系入手．

例如，从３个不同元素犪、犫、犮中取出２个不同元素的排列

与组合的关系如表６１所示：

表６１

组合 排列

犪，犫 犪，犫　　　　犫，犪

犫，犮 犫，犮　　　　犮，犫

犮，犪 犮，犪　　　　犪，犮

从表６１可以看到，对于每一个组合都有２种不同的排列．

因此，求从３个互不相同的元素中任取２个不同元素的排列数

Ｐ２３，可以分成以下两步进行：

第一步，从３个互不相同的元素中任取２个不同元素，共有

Ｃ２３个不同的组合；

第二步，将每一个组合中的２个元素进行全排列，各有Ｐ２２

个排列．

根据乘法原理，有

Ｐ２３＝Ｃ
２
３Ｐ
２
２，

即

Ｃ２３＝
Ｐ２３

Ｐ２２
．

一般地，从狀个互不相同的元素中任取犿 个不同元素进行

排列，可以分成以下两步进行：

第一步，从狀个互不相同的元素中任取犿 个不同元素，共

有Ｃ犿狀 个不同的组合；

第二步，将每一个组合中的犿 个元素进行全排列，各有Ｐ犿犿

个排列．

这样，根据乘法原理，从狀个互不相同的元素中任取犿 个

不同元素的排列数Ｐ犿狀 满足

　　Ｃ是英文ｃｏｍｂｉｎａ

ｔｉｏｎ的第一个字母．在数

学文献中，Ｃ犿狀 也常记

作 狀

犿（）．
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６０　　　

Ｐ犿狀＝Ｃ
犿
狀Ｐ

犿
犿，

因此

Ｃ犿狀＝
Ｐ犿狀

Ｐ犿犿
＝
狀（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１）

犿！
，

其中犿及狀是正整数，且犿≤狀．这个公式称为组合数公式．

例３　圆上有１０个不同的点，以其中任意３个点为顶点，

可以组成多少个不同的三角形？

解　由于圆上的１０个点中不可能有三点共线，因此以其中

任意３个点为顶点的三角形的个数，就是从１０个互不相同的元

素中任取３个不同元素的组合数，即

Ｃ３１０＝
１０×９×８

３×２×１
＝１２０．

因此，可以组成１２０个不同的三角形．

例４　某校高中一年级举行篮球赛．比赛时先分成两组，

其中１班、２班、３班、４班为第一组，５班、６班、７班、８班、

９班、１０班为第二组．各组先进行单循环赛（即同组中的每两支

队都要比赛一场），然后由各组的前两名共４支队进行单循环赛

决出冠军和亚军．问：一共需要比赛多少场？

解　由题意，第一组单循环赛的比赛场数是Ｃ２４；第二组单

循环赛的比赛场数是Ｃ２６；各组的前两名共４支队再进行单循环

赛，还需要比赛Ｃ２４ 场．所以，这次篮球赛一共需要比赛的场

次为

Ｃ２４＋Ｃ
２
６＋Ｃ

２
４＝６＋１５＋６＝２７．

例５　有甲、乙、丙三项任务，其中甲需２人承担，乙、

丙各需１人承担．现从１０人中任选４人承担这三项任务，不同

的选法有多少种？

解　从１０人中任选４人分配任务，可分成以下三个步骤：

第一步：从１０人中任选２人承担甲任务，有Ｃ２１０种选法；

第二步：从余下的８人中任选１人承担乙任务，有Ｃ１８ 种

选法；

第三步：从余下的７人中任选１人承担丙任务，有Ｃ１７ 种

选法．
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６１　　　

根据乘法原理，不同选法的种数为

Ｃ２１０Ｃ
１
８Ｃ
１
７＝
１０×９

２
×８×７＝２５２０．

例６　某班要选举班干部，现有１０名候选人．

（１）从这１０名候选人中任选５人组成班委，有多少种不同

的选法？

（２）从这１０名候选人中任选５人分别担任班委中五项不同

的职务，每项职务由一人担任，每人只担任一项职务，有多少种

不同的选法？

解　（１）从这１０名候选人中任选５人组成班委，这是从１０

个互不相同的元素中任取５个不同元素的组合问题，有

Ｃ５１０＝
１０×９×８×７×６

５×４×３×２×１
＝２５２

种选法．

（２）将选出的５名候选人按照职务的顺序排列，这是从１０

个互不相同的元素中任取５个不同元素的排列问题，共有

Ｐ５１０＝１０×９×８×７×６＝３０２４０

种选法．

练习６．３（２）

１．某班有２０名男生、１８名女生，现从中任选５人组成一个宣传小组，其中男生和女

生都有的选法有多少种？

２．从１、２、３、４、５这五个数字中任取两个不同的奇数和两个不同的偶数．

（１）一共有多少种不同的选法？

（２）可以组成多少个没有重复数字的四位奇数？

３ 组合数的性质

在组合数公式

Ｃ犿狀＝
Ｐ犿狀

Ｐ犿犿
（其中犿及狀是正整数，且犿≤狀）

中，将Ｐ犿狀＝
狀！

（狀－犿）！
代入，得
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６２　　　

Ｃ犿狀＝
狀！

犿！（狀－犿）！
．

并规定Ｃ０狀＝１．从而，上述公式对犿＝０也成立．

例７　已知犿 是自然数，狀为正整数，且犿＋１≤狀．求

证：Ｃ犿狀＝
犿＋１

狀－犿
Ｃ犿＋１狀 ．

证明　根据组合数公式，可以得到

　　
犿＋１

狀－犿
Ｃ犿＋１狀 ＝

犿＋１

狀－犿
·

狀！

（犿＋１）！（狀－犿－１）！

＝
狀！

犿！（狀－犿）！

＝Ｃ犿狀．

例８　已知犿是自然数，狀是正整数，且犿≤狀．求证：

（１）Ｃ犿狀＝Ｃ狀－犿狀 ；

（２）Ｃ犿狀＋１＝Ｃ犿狀＋Ｃ犿－１狀 ．

证明　（１）根据组合数公式，可以得到

Ｃ狀－犿狀 ＝
狀！

（狀－犿）！［狀－（狀－犿）］！
＝

狀！

犿！（狀－犿）！

＝Ｃ犿狀．

这个等式也可以根据组合数的定义得到．从狀个互不相同的

元素中任取犿个元素后，会剩下狀－犿个元素，因此，每一个从

狀个互不相同的元素中任取犿个元素的组合，都唯一对应一个从

狀个互不相同的元素中任取狀－犿 个元素的组合；反过来，每一

个从狀个互不相同的元素中任取狀－犿个元素的组合，都唯一对

应一个从狀个互不相同的元素中任取犿个元素的组合．因此，从

狀个互不相同的元素中任取犿个元素的组合数，等于从狀个互不

相同的元素中任取狀－犿个元素的组合数，即Ｃ犿狀＝Ｃ狀－犿狀 ．

（２）根据组合数公式，可以得到

Ｃ犿狀＋Ｃ
犿－１
狀 ＝

狀！

犿！（狀－犿）！
＋

狀！

（犿－１）！（狀－犿＋１）！

＝
狀！（狀－犿＋１）

犿！（狀－犿＋１）！
＋

狀！犿

犿！（狀－犿＋１）！

　　这两个式子是组

合数的两个基本运算

性质，在组合数的计
算、化简中起着非常
重要的作用．

　　在计算Ｃ
犿
狀 时，若

犿＞
狀

２
，可利用此性

质，转化为Ｃ狀－犿狀 来计算．

　　能否类似于（１），
利用组合数的定义，

解释等式Ｃ犿狀＋１＝Ｃ
犿
狀＋

Ｃ犿－１狀 ？
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＝
狀！（狀－犿＋１＋犿）

犿！（狀－犿＋１）！

＝
狀！（狀＋１）

犿！（狀－犿＋１）！

＝
（狀＋１）！

犿！（狀－犿＋１）！

＝Ｃ犿狀＋１．

例９　（１）计算Ｃ９７１００；

（２）求满足等式Ｃ狀＋１狀＋３＝Ｃ
狀－１
狀＋１＋Ｃ

狀－２
狀 ＋Ｃ狀狀＋１的正整数狀．

解　（１）由性质Ｃ犿狀＝Ｃ狀－犿狀 ，得

Ｃ９７１００＝Ｃ
３
１００＝
１００×９９×９８

３×２×１
＝１６１７００．

（２）由性质Ｃ犿狀＝Ｃ狀－犿狀 和Ｃ犿狀＋１＝Ｃ
犿
狀＋Ｃ

犿－１
狀 ，有

Ｃ狀＋１狀＋３＝Ｃ
２
狀＋３，

Ｃ狀－１狀＋１＋Ｃ
狀－２
狀 ＋Ｃ狀狀＋１＝Ｃ

２
狀＋１＋Ｃ

２
狀＋Ｃ

１
狀＋１＝Ｃ

２
狀＋２＋Ｃ

２
狀．

所以，已知等式可化为

Ｃ２狀＋３－Ｃ
２
狀＋２＝Ｃ

２
狀．

再由性质Ｃ犿狀＋１＝Ｃ
犿
狀＋Ｃ

犿－１
狀 ，有

Ｃ１狀＋２＝Ｃ
２
狀，

即

狀＋２＝
狀（狀－１）

２
，

即

狀２－３狀－４＝０．

解得

狀１＝－１（舍去），狀２＝４．

故狀的值为４．

练习６．３（３）

１．解关于正整数狓的方程：

（１）Ｃ狓
２－狓
１６ ＝Ｃ５狓－５１６ ；

（２）Ｃ狓－２狓＋２＋Ｃ
狓－３
狓＋２＝

１

４
Ｐ３狓＋３．

２．观察下列等式及其所示的规律：
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Ｃ０３＋Ｃ
１
４＝Ｃ

０
４＋Ｃ

１
４＝Ｃ

１
５，

Ｃ０３＋Ｃ
１
４＋Ｃ

２
５＝Ｃ

１
５＋Ｃ

２
５＝Ｃ

２
６，

Ｃ０３＋Ｃ
１
４＋Ｃ

２
５＋Ｃ

３
６＝Ｃ

２
６＋Ｃ

３
６＝Ｃ

３
７，

并据此化简Ｃ０３＋Ｃ１４＋Ｃ２５＋Ｃ３６＋…＋Ｃ狀狀＋３，其中狀为正整数．

习题６．３　 　

　犃组

１．平面上有１０个点，其中有４个点在同一条直线上，除此以外，不再有三点共线．

问：由这些点可以确定多少条直线？

２．（１）从１０男８女中任选５人，共有多少种不同的选法？

（２）从１０男８女中任选５人（男女都有）担任５项不同的工作，共有多少种不同的分

配方法？

３．从５名男生和３名女生中各任选２名参加一个歌唱小组，有多少种不同的选择

方案？

４．某批次２００件产品中有５件次品，现从该批次中任取４件产品．

（１）若４件产品都不是次品，则这样的取法有多少种？

（２）若４件产品中至少有１件次品，则这样的取法有多少种？

（３）若４件产品不都是次品，则这样的取法有多少种？

５．从５名外语系大学生中任选４名参加翻译、交通、礼仪三项义工活动，要求翻译有

２人参加，交通和礼仪各有１人参加．问：不同的分配方法共有多少种？

６．某小组共有１０名学生，其中女生３名．现任选２名代表，则至少有１名女生当选

的选法有多少种？

７．设狀为正整数，求值：

（１）Ｃ狀－１２狀－３＋Ｃ
２狀－３
狀＋１；　　　　（２）Ｃ３狀１３＋狀＋Ｃ３狀－１１２＋狀＋Ｃ

３狀－２
１１＋狀＋…＋Ｃ１７－狀２狀 ．

８．求满足等式Ｃ犽１８＝Ｃ
２犽－３
１８ 的所有正整数犽．

９．证明：Ｃ犿狀＝
犿＋１

狀＋１
Ｃ犿＋１狀＋１，其中犿是自然数，狀是正整数，且犿≤狀．

　犅组

１．把４本不同的书全部分给３名学生，每人至少１本，有多少种不同的分法？

２．袋中装有犿 个红球和狀个白球，且犿≥狀≥２．这些红球和白球的大小及质地都相
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同．从袋中同时任取２个球，若２个球都是红球的取法总数是２个球颜色不同的取法总数

的整数倍，求证：犿 必为奇数．

３．如图，在∠犃犗犅的两边犗犃、犗犅上分别有５个点和６个点（都不同于点犗），这连

同点犗在内的１２个点可以确定多少个不同的三角形？

（第３题）

　　４．有１２名翻译人员，其中３人只能翻译英语，４人只能翻译法语，其余５人既能翻

译英语，也能翻译法语．从这１２名翻译人员中任选６人，其中３人翻译英语，３人翻译法

语，有多少种不同的分配方法？

５．利用组合数的性质化简：Ｃ３３＋Ｃ３４＋Ｃ３５＋…＋Ｃ３狀．
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６．４　　
计数原理在
古典概率中的应用

我们知道，如果一次试验有狀个等可能出现的样本点，而随

机事件犃包含犽个样本点，那么事件犃发生的概率是

犘（犃）＝
犽

狀
．

当狀值较大时，枚举法难以使用，就需要利用排列组合的知识．

例１　一个罐子中有大小与质地完全相同的２０个玻璃球，

其中４个是红色的，６个是黑色的，１０个是白色的．经充分混合

后，从罐子中同时任取２个球，求下列事件的概率：

（１）２个球都是黑色的；

（２）２个球的颜色不同．

解　随机地从２０个球中取出２个球，可能出现的结果有Ｃ２２０

种，即所有的样本点有Ｃ２２０个．

（１）将“取出的２个球都是黑色的”这一事件记为犃．犃所包

含的样本点有Ｃ２６个，因此事件犃的概率是

犘（犃）＝
Ｃ２６

Ｃ２２０
＝
３

３８
．

（２）将“取出的２个球颜色不同”的事件记为犅．“取出的２个

球颜色不同”可以分为三种情况：（１）取出１个红球、１个黑球；（２）

取出１个黑球、１个白球；（３）取出１个白球、１个红球．由乘法原

理和加法原理，易知犅所包含的样本点有Ｃ１４Ｃ１６＋Ｃ１６Ｃ１１０＋Ｃ１１０Ｃ１４

个，所以事件犅的概率是

犘（犅）＝
Ｃ１４Ｃ

１
６＋Ｃ

１
６Ｃ
１
１０＋Ｃ

１
１０Ｃ

１
４

Ｃ２２０
＝
６２

９５
．

例２　在１００件产品中有９０件一等品、１０件二等品，从

中随机抽取４件产品．

（１）求恰好含１件二等品的概率；

（２）求至少含有１件二等品的概率．

（以上结果均精确到０．０１）

　　“大小与质地完全
相同”和“经充分混合”
这两个条件，保证了
各个样本点的发生是

等可能的．
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解　从这１００件产品中随机抽取４件产品，所有的样本点的

个数为Ｃ４１００．

（１）将“恰好含１件二等品”的事件记为犃．由乘法原理和加法

原理，易知犃所包含的样本点有Ｃ３９０Ｃ１１０个，所以事件犃的概率是

Ｃ３９０Ｃ
１
１０

Ｃ４１００
＝
１１７４８００

３９２１２２５
≈０．３０．

（２）将“至少含有１件二等品”的事件记为犅．犅的对立事件

珚犅为“４件产品全是一等品”，而珚犅 所包含的样本点有Ｃ４９０个，

所以

犘（珚犅）＝
Ｃ４９０

Ｃ４１００
＝
２５５５１９０

３９２１２２５
，

从而事件犅的概率是

犘（犅）＝１－犘（珚犅）≈０．３５．

例３　某学习小组共有１０名学生，求其中至少有２名学

生在同一月份出生的概率．（默认每月天数相同，结果精确

到０．００１）

解　由于每名学生的出生月份可能是１月到１２月中的任何

一个，因此１０名学生的出生月份共有１２１０种可能的排列，每个

排列对应一个样本点，从而样本点就有１２１０个，且每个样本点发

生的概率都相等．设犃表示事件“１０名学生中没有任何２名学生

在同一月份出生”，那么１０名学生的出生月份共有Ｐ１０１２种可能的

排列，即事件犃包含Ｐ１０１２个样本点，所以事件犃的概率是

犘（犃）＝
Ｐ１０１２

１２１０
．

这样，“至少有２名学生在同一月份出生”的概率是

１－犘（犃）≈０．９９６．

练习６．４

１．袋中装有４个红球、３个黄球、３个白球，所有小球的大小与质地完全相同．从中

同时任取２个小球，求取出的２个球颜色相同的概率．

２．某校要从２名男生和４名女生中任选４人担任一项赛事的志愿者工作，每个人被选

中的可能性相同．求在选出的志愿者中，男生和女生都有的概率．
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６８　　　

习题６．４　 　

　犃组

１．将两颗质地均匀的骰子同时抛掷一次，求向上的点数之和为５的概率．

２．用１、２、３、４、５组成没有重复数字的三位数，从中随机地取一个，求取到的数为

奇数的概率．

　犅组

１．从甲、乙、丙、丁、戊五人中任选两人参加一项活动，求甲、乙两人中至少有一人

被选中的概率．

２．在１０件产品中有８件一等品、２件二等品，从中随机抽取２件产品．求取到的产品

中至多有１件二等品的概率．

３．某校高一年级举行演讲比赛，共有１０名学生参赛，其中一班有３名，二班有２名，

其他班有５名．若采用抽签的方式确定他们的演讲顺序，求一班的３名学生恰好被排在一

起（指演讲序号相连）的概率．
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６９　　　

６．５　二项式定理

１ 杨辉三角和二项式定理

我们知道，对于任意的犪、犫，都有

（犪＋犫）２＝犪２＋２犪犫＋犫２，

（犪＋犫）３＝犪３＋３犪２犫＋３犪犫２＋犫３，

（犪＋犫）４＝犪４＋４犪３犫＋６犪２犫２＋４犪犫３＋犫４，

（犪＋犫）５＝犪５＋５犪４犫＋１０犪３犫２＋１０犪２犫３＋５犪犫４＋犫５．

我们把等式右边的代数式称为（犪＋犫）犽 的二项展开式，其

中犽＝２，３，４，５．一般地，对于任意正整数狀，（犪＋犫）狀 的二项

展开式有什么规律呢？

在狀的取值不大的情况下，也可以利用下面的数阵求（犪＋犫）狀

的二项展开式中各项的系数：

（犪＋犫）１

（犪＋犫）２

（犪＋犫）３

（犪＋犫）４

（犪＋犫）５

　　　　

这个数阵的特点是：①每一行的第一个数和最后一个数都

是１．②每一行中，除了第一个数和最后一个数外，每个数等

于它“肩上”的两个数之和．③当狀为偶数时，最大的系数是

中间一项；当狀为奇数时，最大的系数是中间两项．

在我国数学家杨辉于１２６１年所著的《详解九章算法》中出现

了类似的图表（类似于图６５１），习惯上称之为杨辉三角，杨辉

在该图旁注明 “贾宪用此术”，故亦称贾宪三角．它是中国古代

数学的杰出研究成果之一．

　　请将特点①和特

点②用组合数的公式

表示．

　　杨辉，字谦光，
钱塘（今杭州）人．中
国南宋末年数学家、
数学教育家．约在１３
世纪中叶至后半叶活

动于苏、杭一带．
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７０　　　

图６５１

一般地，我们有下面的

　　定理　设狀是正整数，等式

（犪＋犫）狀＝Ｃ０狀犪狀＋Ｃ１狀犪狀－１犫＋Ｃ２狀犪狀－２犫２＋…＋Ｃ狉狀犪狀－狉犫狉＋…＋Ｃ狀狀犫狀

称为二项式定理．犜狉＋１＝Ｃ狉狀犪狀－狉犫狉 表示（犪＋犫）狀 的二项展

开式中的第狉＋１项，其中狉＝０，１，２，…，狀．

证明　当狀＝１时，

（犪＋犫）１＝犪＋犫＝Ｃ０１犪１犫０＋Ｃ１１犪０犫１．

假设狀＝犽（犽为正整数）时，

（犪＋犫）犽＝Ｃ０犽犪犽犫０＋Ｃ１犽犪犽－１犫１＋Ｃ２犽犪犽－２犫２

＋…＋Ｃ狉犽犪犽－狉犫狉＋…＋Ｃ犽犽犪０犫犽．

则当狀＝犽＋１时，根据多项式的乘法运算规则，有

（犪＋犫）犽＋１＝（犪＋犫）（犪＋犫）犽

＝（犪＋犫）（Ｃ０犽犪犽犫０＋Ｃ１犽犪犽－１犫１＋Ｃ２犽犪犽－２犫２

　＋…＋Ｃ狉犽犪犽－狉犫狉＋…＋Ｃ犽犽犪０犫犽）

＝Ｃ０犽犪
犽＋１犫０＋（Ｃ１犽＋Ｃ０犽）犪犽犫１＋（Ｃ２犽＋Ｃ１犽）犪犽－１犫２

　＋…＋（Ｃ狉犽＋Ｃ狉－１犽 ）犪犽－狉＋１犫狉

　＋…＋（Ｃ犽犽＋Ｃ犽－１犽 ）犪１犫犽＋Ｃ犽犽犪０犫犽＋１．

从而由性质Ｃ犿狀＋１＝Ｃ
犿
狀＋Ｃ

犿－１
狀 和Ｃ０狀＝Ｃ

狀
狀＝１，得

　　　（犪＋犫）犽＋１

＝Ｃ０犽＋１犪
犽＋１犫０＋Ｃ１犽＋１犪

（犽＋１）－１犫１＋Ｃ２犽＋１犪
（犽＋１）－２犫２

　　西方称类似表格

为帕斯卡三角形．

　　在讨论二项式定

理相关内容时，我们

约定犪０＝犫０＝１．
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７１　　　

　＋…＋Ｃ狉犽＋１犪
（犽＋１）－狉犫狉＋…＋Ｃ犽＋１犽＋１犪

０犫犽＋１．

所以，由数学归纳法，对于犪、犫和正整数狀，都有

（犪＋犫）狀＝Ｃ０狀犪狀犫０＋Ｃ１狀犪狀－１犫１＋Ｃ２狀犪狀－２犫２

＋…＋Ｃ狉狀犪狀－狉犫狉＋…＋Ｃ狀狀犪０犫狀．

例１　求（狓＋１狓）
５

的二项展开式．

解　由二项式定理，（狓＋１狓）
５

的二项展开式是

狓５＋５狓３＋１０狓＋
１０

狓
＋
５

狓３
＋
１

狓５
．

例２　求（３－２狓）６的二项展开式中狓３项的系数．

解　由二项式定理，（３－２狓）６的二项展开式中的第狉＋１项

为犜狉＋１＝Ｃ
狉
６３
６－狉（－２狓）狉，其中狉＝０，１，２，…，６．令狉＝３，

得狓３项的系数是Ｃ３６３
３（－２）３＝－４３２０．

例３　利用（犪＋１）狀 的二项展开式，证明：１５３０－１是７

的倍数．

证明　由二项式定理，我们有

　　　 （犪＋１）狀＝犪狀＋Ｃ１狀犪狀－１＋Ｃ２狀犪狀－２＋…＋Ｃ狀－１狀 犪＋Ｃ
狀
狀

＝犪狀＋Ｃ１狀犪
狀－１＋Ｃ２狀犪

狀－２＋…＋Ｃ狀－１狀 犪＋１．

在其中令犪＝１４，得

（１４＋１）狀＝１４狀＋１４狀－１Ｃ１狀＋１４狀－２Ｃ２狀＋…＋１４Ｃ狀－１狀 ＋１，

从而

１５狀－１＝１４狀＋１４狀－１Ｃ１狀＋１４
狀－２Ｃ２狀＋…＋１４Ｃ狀－１狀 ．

显然，等号右边的每一项都是７的倍数，所以１５狀－１是７的倍

数．于是，１５３０－１也一定是７的倍数．

练习６．５（１）

１．（１）求（狓－槡２狔）８的二项展开式；

（２）求（狓－狓－１３）
１２

的二项展开式中的常数项；

（３）求（狓－２狓）
９

的二项展开式中狓３的系数；

（４）在（１－狓２）２０的二项展开式中，如果第４狉项和第狉＋２项的系数的绝对值相等，求

此展开式的第４狉项．

２．利用二项式定理证明：７１００－１是８的倍数．
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７２　　　

２
二项式定理的应用

———组合数的性质

在二项式定理中，特别令犪＝１，犫＝１，就得到

Ｃ０狀＋Ｃ
１
狀＋Ｃ

２
狀＋…＋Ｃ狀狀＝２狀．

令犪＝１，犫＝－１，就得到

Ｃ０狀－Ｃ
１
狀＋Ｃ

２
狀－Ｃ

３
狀＋…＋（－１）狀Ｃ狀狀＝０．

由上述二式就得到

Ｃ０狀＋Ｃ
２
狀＋Ｃ

４
狀＋…＝Ｃ１狀＋Ｃ３狀＋Ｃ５狀＋…＝２狀－１．

例４　已知对任意给定的实数狓，都有

（１＋２狓）１００＝犪０＋犪１（狓－１）＋犪２（狓－１）２＋…＋犪１００（狓－１）１００．

求值：

（１）犪０＋犪１＋犪２＋…＋犪１００；

（２）犪１＋犪３＋犪５＋…＋犪９９．

解　令狓－１＝狔，则狓＝狔＋１，从而

１＋２狓＝１＋２（狔＋１）＝３＋２狔，

　犪０＋犪１（狓－１）＋犪２（狓－１）２＋…＋犪１００（狓－１）１００

＝犪０＋犪１狔＋犪２狔
２＋…＋犪１００狔１００．

因此，已知的等式可改写为

（３＋２狔）１００＝犪０＋犪１狔＋犪２狔２＋…＋犪１００狔１００．

（１）令狔＝１，得

犪０＋犪１＋犪２＋…＋犪１００＝５１００．

（２）令狔＝－１，得

犪０－犪１＋犪２－犪３＋…－犪９９＋犪１００＝１．

二式联立就得到

犪１＋犪３＋…＋犪９９＝
５１００－１

２
．

例５　证明：在狀＋１个组合数Ｃ０狀，Ｃ１狀，Ｃ２狀，…，Ｃ狀狀中，

当狀为偶数时，最大值是中间的一项Ｃ
狀
２
狀；而当狀为奇数时，最

大值是中间的两项Ｃ
狀－１
２
狀 和Ｃ

狀＋１
２
狀 ．

证明　对于任给的狉∈｛０，１，２，…，狀－１｝，有

　　在二项展开式中

代入适当的特殊值，
会得到一些与组合数

有关的特殊的恒等式．
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７３　　　

Ｃ狉＋１狀

Ｃ狉狀
＝

　
狀！

（狉＋１）！（狀－狉－１）！
　

狀！

狉！（狀－狉）！

＝
狀－狉

狉＋１
．

由于Ｃ狉＋１狀 ＞０且Ｃ狉狀＞０，因此当
狀－狉

狉＋１
＞１即狉＜

狀－１

２
时，Ｃ狉＋１狀 ＞

Ｃ狉狀；而当
狀－狉

狉＋１
＜１时，Ｃ狉＋１狀 ＜Ｃ狉狀．

若狀为偶数，则当狉∈０，１，２，…，
狀－２

２
烅
烄

烆
烍
烌

烎
时，

Ｃ０狀＜Ｃ
１
狀＜Ｃ

２
狀＜…＜Ｃ

狀－２
２
狀 ＜Ｃ

狀
２
狀；

而当狉∈
狀

２
，
狀

２
＋１，…，狀－１烅

烄

烆
烍
烌

烎
时，

Ｃ
狀
２
狀＞Ｃ

狀
２＋１
狀 ＞…＞Ｃ狀狀．

所以，当狀为偶数时，最大值是中间的一项Ｃ
狀
２
狀．

若狀为奇数，则当狉∈０，１，２，…，
狀－３

２
烅
烄

烆
烍
烌

烎
时，

Ｃ０狀＜Ｃ
１
狀＜Ｃ

２
狀＜…＜Ｃ

狀－３
２
狀 ＜Ｃ

狀－１
２
狀 ；

当狉 ＝
狀－１

２
时，Ｃ狉＋１狀 ＝Ｃ狉狀， 即 Ｃ

狀－１
２
狀 ＝ Ｃ

狀＋１
２
狀 ；而 当 狉 ∈

狀＋１

２
，
狀＋３

２
，…，狀－１烅

烄

烆
烍
烌

烎
时，

Ｃ
狀＋１
２
狀 ＞Ｃ

狀＋３
２
狀 ＞…＞Ｃ狀狀．

所以，当狀为奇数时，最大值是中间的两项Ｃ
狀－１
２
狀 及Ｃ

狀＋１
２
狀 ．

例６　求（１＋３狓）１５的二项展开式中系数最大的项．

解　对狉＝０，１，２，…，１５，二次展开式中的第狉＋１项是

犜狉＋１＝Ｃ
狉
１５（３狓）狉．设这一项的系数为犮狉＋１，就有犮狉＋１＝３狉Ｃ狉１５．显

然，犮狉＋１＞０．

因此，对于狉∈｛０，１，２，…，１４｝，就有

犮狉＋２

犮狉＋１
－１＝

３狉＋１Ｃ狉＋１１５

３狉Ｃ狉１５
－１＝

４４－４狉

狉＋１
．

所以，当狉∈｛０，１，２，…，１０｝时，犮狉＋２＞犮狉＋１成立，即犮１２＞犮１１＞…＞

犮１；当狉＝１１时，犮狉＋２＝犮狉＋１，即犮１２＝犮１３；而当狉∈｛１２，１３，１４｝时，

犮狉＋２＜犮狉＋１成立，即犮１６＜犮１５＜犮１４＜犮１３．

因此，系数最大的项是第１２项Ｃ１１１５３１１狓１１＝２４１８０５６５５狓１１和

第１３项Ｃ１２１５３
１２狓１２＝２４１８０５６５５狓１２，其中Ｃ１１１５３１１＝Ｃ１２１５３１２．
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７４　　　

练习６．５（２）

１．（１）若（１－狓）６＝犪０＋犪１狓＋犪２狓２＋…＋犪６狓６，求犪０＋犪１＋犪２＋…＋犪６的值；

（２）已知（狓＋１）狀＝犪０＋犪１（狓－１）＋犪２（狓－１）２＋犪３（狓－１）３＋…＋犪狀（狓－１）狀（狀≥２，

狀为正整数），求犪０＋犪１＋犪２＋…＋犪狀的值．

２．（１）求（１＋２狓）７的二项展开式中系数最大的项；

（２）求（１－２狓）７的二项展开式中系数最大的项．

习题６．５　 　

　犃组

１．求（２狓２－１狓）
６

的二项展开式中的中间项．

２．求（狓＋１狓）
１０

的二项展开式中的常数项．

３．在（槡狓＋１３
槡狓
）
２４

的二项展开式中，狓的幂指数是负数的项一共有多少个？

４．求（狓＋１２）
８

的二项展开式中系数最大的项．

５．已知狓＞０，且（狓＋１狓３）
９

的二项展开式中，第二项不大于第三项．求实数狓的取值

范围．

　犅组

１．已知（１＋狓）１０＝犪０＋犪１（１－狓）＋犪２（１－狓）２＋…＋犪１０（１－狓）１０，求犪８的值．

２．求（３－２狓）９的二项展开式中系数最大的项．

３．设犳（狓）＝（１＋狓）犿＋（１＋狓）狀（犿、狀为正整数）．若二项展开式中关于狓的一次项

系数之和为１１，则当犿、狀为何值时，含狓２项的系数取得最小值？

４．在（１＋狓）狀的二项展开式中，设奇数项之和为犃，偶数项之和为犅．求证：犃２－犅２＝

（１－狓２）狀．
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６．５　　　二项式定理

７５　　　

课后阅读　 　

利用组合的定义和多项式的乘法规则证明二项式定理

　　先来考察（犪＋犫）３＝（犪＋犫）（犪＋犫）（犪＋犫）的二项展开式．

　　从特殊到一般，

这是数学中常用的研

究方法．

根据多项式的乘法运算规则，（犪＋犫）３的二项展开式中的每一

项是从（犪＋犫）（犪＋犫）（犪＋犫）的每一个括号中任意取出一个字母的

乘积，因而展开式的每一项都是三次式，即（犪＋犫）３的二项展开式

恰由以下４个形式的项组成：

犪３，犪２犫，犪犫２，犫３．

对于每一项的系数，可以利用组合的定义得到：

犪３相当于３个括号中，每一个都不取字母犫，这样的取法有Ｃ０３种，所以犪３的系数为

Ｃ０３＝１；

犪２犫相当于３个括号中，恰有一个取出字母犫，这样的取法有Ｃ１３种，所以犪２犫的系数

为Ｃ１３＝３；

犪犫２相当于３个括号中，恰有两个取出字母犫，这样的取法有Ｃ２３种，所以犪犫２的系数

为Ｃ２３＝３；

犫３相当于３个括号中，每一个都取出字母犫，这样的取法有Ｃ３３种，所以犫３的系数为

Ｃ３３＝１．

因此，（犪＋犫）３的二项展开式可以写为

Ｃ０３犪
３＋Ｃ１３犪

２犫＋Ｃ２３犪犫
２＋Ｃ３３犫

３．

一般地，对于（犪＋犫）狀＝（犪＋犫）（犪＋犫）…（犪＋犫）
烐烏 烑

狀个括号

，根据多项式的乘法运算规则，（犪＋犫）狀

的二项展开式中的每一项是从（犪＋犫）（犪＋犫）…（犪＋犫）
烐烏 烑

狀个括号

的每一个括号中任意取出一个字母

的乘积，因而展开式的每一项都是一个狀次式，即（犪＋犫）狀 的二项展开式由以下狀＋１个

形式的项组成：

犪狀，犪狀－１犫，…，犪狀－狉犫狉，…，犪犫狀－１，犫狀，其中狉＝０，１，…，狀．

类似于上面的分析，对于狉＝０，１，…，狀，犪狀－狉犫狉相当于狀个括号中，恰有狉个取出

字母犫，这样的取法有Ｃ狉狀种，所以犪狀－狉犫狉的系数为Ｃ狉狀．因此，（犪＋犫）狀的二项展开式可以

写为

Ｃ０狀犪
狀＋Ｃ１狀犪

狀－１犫＋Ｃ２狀犪
狀－２犫２＋…＋Ｃ狉狀犪狀－狉犫狉＋…＋Ｃ狀狀犫狀．
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６
计数原理

７６　　　

内容提要　 　

１．乘法原理（分步计数原理）：做一件事，需要依次完成狀个步骤，其中完成第一步

有犪１种不同的方法，完成第二步有犪２种不同的方法，……，完成第狀步有犪狀 种不同的

方法，那么完成这件事共有犪１犪２…犪狀种不同的方法．

２．加法原理（分类计数原理）：做一件事，完成它有狀类办法，其中第一类办法有犪１

种不同的方法，第二类办法有犪２种不同的方法，……，第狀类办法有犪狀 种不同的方法，

那么完成这件事共有犪１＋犪２＋…＋犪狀种不同的方法．

３．乘法原理和加法原理是关于计数的两个基本原理，它们是推导排列数、组合数公

式的基础，在解题中应正确区分和灵活使用．

４．从狀个互不相同的元素中，取出犿（犿≤狀）个不同元素按照一定的顺序排成一列，

叫做从狀个元素中取出犿个元素的一个排列．所有这样的排列的个数（排列数）用符号Ｐ犿狀

表示，其值为Ｐ犿狀＝狀（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１）＝
狀！

（狀－犿）！
，而狀！＝狀（狀－１）（狀－２）…

３·２·１．

５．从狀个互不相同的元素中，取出犿（犿≤狀）个不同元素作为一组，叫做从狀个元素

中取出犿个元素的一个组合．所有这样的组合的个数（组合数）用符号Ｃ犿狀 表示，其值为Ｃ犿狀

＝
Ｐ犿狀

Ｐ犿犿
＝

狀！

犿！（狀－犿）！
．

６．已知犿是自然数，狀是正整数，且犿≤狀，则Ｃ犿狀＝Ｃ狀－犿狀 ，Ｃ犿狀＋１＝Ｃ犿狀＋Ｃ犿－１狀 ．

７．排列和组合是两个基本的计数问题，在解决实际问题时，要善于分析问题的条件，

把问题转化为相应的排列或组合问题．

８．等式（犪＋犫）狀＝Ｃ０狀犪狀＋Ｃ１狀犪狀－１犫＋Ｃ２狀犪狀－２犫２＋…＋Ｃ狉狀犪狀－狉犫狉＋…＋Ｃ狀狀犫狀 称为二项式

定理．等式右边的第狉＋１项为犜狉＋１＝Ｃ狉狀犪狀－狉犫狉 （狉＝０，１，２，…，狀－１，狀）．

９．对任意正整数狀，Ｃ０狀＋Ｃ１狀＋Ｃ２狀＋…＋Ｃ狀狀＝２狀．

复习题　 　

　犃组

１．如图，用６种不同的颜色将犃、犅、犆三个区域涂色，每个区域涂上一种颜色，且

有公共边的区域不能涂同一种颜色．问：不同的涂色方法共有多少种？
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复习题

７７　　　

犃 犅 犆

（第１题）

　　２．５个工程队分别承建某项工程的５个不同的子项目，每个工程队各承建其中的１

项，且甲工程队不能承建１号子项目．问：不同的承建方案有多少种？

３．从０、１、２、３、４、５六个数字中任取四个数字，可以组成多少个没有重复数字、

且为奇数的四位数？

４．解关于正整数狓的方程：１１Ｃ３狓＝２４Ｃ２狓＋１．

５．已知（狓２＋１狓）
狀

的二项展开式的各项系数之和为３２，求该二项展开式中狓的系数．

６．若（１－２狓）４＝犪０＋犪１狓＋犪２狓２＋犪３狓３＋犪４狓４，求｜犪０｜＋｜犪１｜＋｜犪３｜的值．

７．若（狓６＋ １

狓槡狓
）
狀

的二项展开式中含有常数项，求狀的最小值．

　犅组

１．７名学生站成一排拍毕业纪念照，其中甲必须站在正中间，并且乙、丙２名学生要

站在一起．问：有多少种不同的排法？

２．将５个不同的小球分别放到３个不同的盒子中，要求每个盒子都不空．问：有多少

种不同的放法？

３．从７名男乒乓球队员、５名女乒乓球队员中任选４名进行男女混合双打，不同的分

组方法有多少种？

４．３名男生、４名女生排成一行．在下列要求下，分别求不同排列方法的种数：

（１）甲不在最左边，乙不在最右边；

（２）男生必须排在一起；

（３）男生和女生相间排列；

（４）在甲、乙两人中间必须有３人．

５．一个口袋内有４个不同的红球、６个不同的白球．

（１）从中任取４个球，红球的个数不比白球少的取法有多少种？

（２）若取一个红球记２分，取一个白球记１分．从中任取５个球，使总分不少于７分

的取法有多少种？

６．设（２－槡３狓）１００＝犪０＋犪１狓＋犪２狓２＋…＋犪１００狓１００，求下列各式的值：

（１）犪０；

（２）犪１＋犪３＋犪５＋…＋犪９９；

（３）（犪０＋犪２＋犪４＋…＋犪１００）２－（犪１＋犪３＋…＋犪９９）２．

７．利用二项式定理，求５５５５被８除所得的余数．
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６
计数原理

７８　　　

拓展与思考

１．设集合犃是由所有满足下面条件的有序数组（狓１，狓２，狓３，狓４，狓５）构成的：每一个元

素狓犻等于０、１、－１中之一，其中犻＝１，２，３，４，５．那么集合犃中满足条件“１≤｜狓１｜

＋｜狓２｜＋｜狓３｜＋｜狓４｜＋｜狓５｜≤３”的元素有多少个？

２．利用二项式定理证明：对于任意正整数狀，
１

槡５
［（２＋槡５）狀－（２－槡５）狀］都是正整数．
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书书书

第７章

概率初步（续）
　　本章作为概率初步（必修课程第１２章）的续篇，将重点

介绍条件概率、概率的乘法公式以及全概率公式．条件概率

表示所考察的事件在其他事件发生的条件下的概率，是概

率论中的一个重要概念．由条件概率可以得到全概率公式和

贝叶斯公式等重要公式，它们是计算概率的重要方法，并

进一步展示了概率的直观含义．本章还将介绍随机变量的概

念及其分布，以及它们的期望与方差，最后简单地介绍几

个重要而基本的概率模型与正态分布．
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７
概率初步（续）

８０　　　

７．１　　
条件概率与
相关公式

１ 条件概率

假设一个袋子里装有大小与质地相同的２个黑球、３个白

球，两人依次随机不放回地摸１个球，可知第一个人摸到白球的

概率为
３

５
，那么第二个人摸到白球的概率是多少呢？第二个人摸

到白球的概率是否与第一个人相同？有的人会认为：如果第一个

人摸到的是白球，那么剩下的白球还有２个，第二个人摸到白球

的概率应是
１

２
；而如果第一个人摸到的是黑球，那么剩下的白球

还有３个，第二个人摸到白球的概率应是
３

４
．人们必然会产生疑

惑：第二个人摸到白球的概率究竟是多少？

其实，我们刚才所说的是两个不同意义的概率：一个是以前

讨论过的概率，一个则是本章要介绍的条件概率．我们知道，一

个事件发生的概率是该事件的一个属性，它不会因为其他事件是

否发生而改变．但是我们可以谈论在其他事件发生的条件下，该事

件发生的概率．这时候谈论的就是条件概率，而不是原本的概率．

从上面这个例子看，设事件犃 是第一个人摸到白球，事件

犅是第二个人摸到白球．当犃发生之后，袋子里剩下４个球，其

中２个白球、２个黑球．这样，对第二个摸球的人来说，相应的

随机现象就与第一个人摸球之前不同，样本空间也不同了．这时

犅发生的概率是
１

２
，这是条件概率．

什么是条件概率（ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ）？在古典概率模型

中，事件犃发生之后，随机现象的结果就剩下事件犃 中的样本

点，所以事件犃 变成了由这些样本点所构成的新的样本空间．

这个样本空间仍然是等可能的，这时事件犅发生的概率称为事

　　注意“求事件犃
发生且事件犅 发生的

概率”与“已知事件犃
发生，求事件犅 发生
的概率”两者的不同．
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７．１　　　条件概率与相关公式

８１　　　

件犅关于犃的条件概率，或在事件犃发生的条件下，事件犅发

生的概率，或已知事件犃 发生，事件犅 发生的概率，记为

犘（犅｜犃）．事实上，这等于是在一个样本空间为犃 的随机试验

中，求事件犃∩犅发生的概率，即

犘（犅｜犃）＝
｜犃∩犅｜

｜犃｜
．

将上式的分子、分母同时除以｜Ω｜，就得到条件概率公式：

在事件犃发生的条件下，事件犅发生的概率是

犘（犅｜犃）＝
犘（犃∩犅）

犘（犃）
．

例１　掷一颗骰子并观察出现的点数．已知出现的点数不

超过３，求出现的点数是奇数的概率．

解　设事件犃表示“出现的点数不超过３”，事件犅表示“出

现的点数是奇数”．题目所求概率是事件犃 发生的条件下，事件

犅发生的概率，也就是求犘（犅｜犃）．因为犃＝｛１，２，３｝，犅＝

｛１，３，５｝，所以犃∩犅＝｛１，３｝，从而犘（犃∩犅）＝
２

６
．因此

犘（犅｜犃）＝
犘（犃∩犅）

犘（犃）
＝

２

６

３

６

＝
２

３
．

如果已知相应的条件概率，那么就可以计算两事件同时发生

的概率：事件犃、犅同时发生的概率等于犃 发生的概率与在犃

发生的条件下犅发生的概率的乘积，即

犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅｜犃）．

这个公式称为概率的乘法公式．

例２　一个罐子中有大小与质地相同的黑、白、红三个

球，不放回地摸球．求：

（１）在第一次没有摸到黑球的条件下，第二次也没有摸到黑

球的概率；

　　前一个公式适用

于古典概率模型，后
一个公式适用于所有

的情况．
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７
概率初步（续）

８２　　　

（２）两次都没有摸到黑球的概率．

解　用犃、犅分别表示第一次、第二次没有摸到黑球的事件．

（１）第一个问题是计算条件概率．犃发生之后，罐子中还有

两个球，且其中一个是黑球，所以

犘（犅｜犃）＝
１

２
．

（２）第二个问题是计算犃、犅 同时发生的概率．已知

犘（犃）＝
２

３
，犘（犅｜犃）＝

１

２
，由概率的乘法公式，有

犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅｜犃）＝
２

３
×
１

２
＝
１

３
．

如果事件犃与犅独立，那么就有犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅），

从而条件概率

犘（犅｜犃）＝
犘（犃∩犅）

犘（犃）
＝
犘（犃）犘（犅）

犘（犃）
＝犘（犅）．

这说明在两个事件独立的情况下，条件概率等于概率．反

之，若条件概率等于概率，则两个事件是独立的．

练习７．１（１）

１．一个家庭有两个孩子．

（１）已知年龄大的是女孩，求年龄小的也是女孩的概率；

（２）已知其中一个是女孩，求另一个也是女孩的概率．

２．掷一颗骰子，令事件犃＝｛２，３，５｝，犅＝｛１，２，４，５，６｝．求犘（犃）、犘（犅）、

犘（犃∩犅）及犘（犃｜犅）．

３．在一个盒子中有大小与质地相同的２０个球，其中１０个红球，１０个白球．两人依次

不放回地各摸１个球，求：

（１）在第一个人摸出１个红球的条件下，第二个人摸出１个白球的概率；

（２）第一个人摸出１个红球，且第二个人摸出１个白球的概率．

２ 全概率公式

全概率公式是指一个事件发生的概率是其在不同条件下发生

概率的加权平均，这是一个简单直观的重要公式．
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７．１　　　条件概率与相关公式

８３　　　

例３　假设某产品的一个部件来自三个供应商，供货占比

分别是
１

２
、
１

６
、
１

３
，而它们的良品率分别是０．９６、０．９０、０．９３．

问：该部件的总体良品率是多少？

解　总体良品率显然不是三个良品率的简单平均，而是与部

件供应商的供货占比有关．因此，总体良品率为

０．９６×
１

２
＋０．９０×

１

６
＋０．９３×

１

３
＝０．４８＋０．１５＋０．３１＝０．９４，

即为这三个供应商良品率的加权平均，而其中的权重就是供货

占比．

这正应用了全概率公式的思想．设某个随机试验的结果可以

分成狀种情况，即设样本空间Ω可分成狀个两两不同时发生（两

两互斥）的事件Ω１，Ω２，…，Ω狀，即

Ω＝Ω１∪Ω２∪…∪Ω狀，

且当犻≠犼时有Ω犻∩Ω犼＝．因此有

∑
狀

犽＝１

犘（Ω犽）＝１．

　　一个事件犃 的发生可以看作是在不同情况下分别发生，即

成立

犃＝（犃∩Ω１）∪（犃∩Ω２）∪…∪（犃∩Ω狀）．

因此，由概率的可加性和乘法公式，得

犘（犃）＝犘（犃∩Ω１）＋犘（犃∩Ω２）＋…＋犘（犃∩Ω狀）

＝犘（犃｜Ω１）犘（Ω１）＋犘（犃｜Ω２）犘（Ω２）＋…＋犘（犃｜Ω狀）犘（Ω狀）．

于是我们得到全概率公式

犘（犃）＝∑
狀

犽＝１

犘（犃狘Ω犽）犘（Ω犽）．

所以犘（犃）实际上是条件概率犘（犃｜Ω犽）的加权平均，而条件概

率犘（犃｜Ω犽）的权重为犘（Ω犽），犽＝１，２，…，狀．

全概率公式是计算概率的一种重要方法．现在我们用它来回

答抽签时抽到好签的概率是否与抽签顺序有关的问题．

　　全概率公式是概

率的可加性与乘法公

式的组合．
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７
概率初步（续）

８４　　　

　　抽签的方式有两种：放回与不放回．放回的情况很简单，因

为每次抽签的结果是相互独立的，所以抽到好签的概率当然与抽

签顺序无关．对于不放回的情况，我们用前面不放回摸球的例子

来说明．

例４　一个袋子中装有大小与质地相同的３个白球、２个

黑球，５个人依次不放回地摸球，求每个人摸到白球的概率．

解　用事件犃表示第一个人摸到白球，事件犅表示第二个

人摸到白球．显然，犘（犃）＝
３

５
．第二个人摸球的时候有两种可能

的情况：一种是犃 发生，即第一个人摸到白球，这时袋子中剩

有２白２黑；另一种是犃 没有发生，即第一个人摸到黑球，这

时袋子中剩有３白１黑．在第一种情况下，条件概率为犘（犅｜犃）

＝
２

４
；而在第二种情况下，条件概率为犘（犅｜犃）＝

３

４
．由于上述

两种情况发生的概率分别是
３

５
和
２

５
，因此可以直观地看出犅发生

的概率应该是两个条件概率的加权平均，即

犘（犅）＝
２

４
×
３

５
＋
３

４
×
２

５
＝
１２

２０
＝
３

５
，

其值与犘（犃）相等．

第三个人摸球，记他摸到白球的事件为犆，其概率是多少

呢？前面两个人摸球会产生四种可能的情况：

Ω１＝犃∩犅，Ω２＝犃∩犅，Ω３＝犃∩犅，Ω４＝犃∩犅．

用乘法公式，这四种情况发生的概率分别是

３

５
×
２

４
＝
６

２０
，
３

５
×
２

４
＝
６

２０
，
２

５
×
３

４
＝
６

２０
，
２

５
×
１

４
＝
２

２０
．

例如，

犘（Ω２）＝犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅｜犃）＝
３

５
×
２

４
＝
６

２０
，

其余同理．在这四种情况下，袋子中剩下的黑、白球的个数分别

是：１白２黑、２白１黑、２白１黑、３白０黑，因此事件犆的条

件概率分别是
１

３
、
２

３
、
２

３
、１．再应用全概率公式，就推出
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７．１　　　条件概率与相关公式

８５　　　

犘（犆）＝∑
４

犽＝１

犘（犆狘Ω犽）犘（Ω犽）

＝
１

３
×
６

２０
＋
２

３
×
６

２０
＋
２

３
×
６

２０
＋１×

２

２０

＝
３６

６０
＝
３

５
，

其值仍与犘（犃）相等．

类似地，第四、第五个人摸到白球的概率仍然是
３

５
，也就是

说，摸到白球的概率与摸球的顺序无关．

　　 例５　设有两个罐子，犃 罐中放有２个白球、１个黑球，

犅罐中放有３个白球，这些球的大小与质地相同．现在从两个罐

子中各摸１个球并交换，求这样交换２次后，黑球还在犃 罐中

的概率．

解　设事件犃１、犃２分别表示“交换１次后黑球还在犃罐中”

和“交换２次后黑球还在犃罐中”．易见犃１相当于第一次摸球的

时候没有摸到黑球，其概率为
２

３
，即犘（犃１）＝

２

３
．第一次交换之

后，有两种可能的情况：一种是黑球在犃 罐中，其概率是
２

３
；

另一种是黑球在犅罐中，其概率是
１

３
．由全概率公式

犘（犃２）＝犘（犃２｜犃１）犘（犃１）＋犘（犃２｜犃１）犘（犃１），

其中犘（犃２｜犃１）是已知黑球在犃罐中、再次交换后还在犃 罐中

的条件概率，它等于第二次没有摸到黑球的概率，是
２

３
；类似

地，犘（犃２｜犃１）是已知黑球在犅 罐中、再次交换后又回到犃 罐

中的条件概率，它等于第二次摸到黑球的概率，是
１

３
．因此

犘（犃２）＝
２

３
×
２

３
＋
１

３
×
１

３
＝
５

９
．

练习７．１（２）

１．公司库房中的某个零件的７０％来自Ａ公司，３０％来自Ｂ公司，两个公司的正品率

分别是９５％和９０％．从库房中任取一个零件，求它是正品的概率．

　　请详细证明第四、
第五个人摸到白球的

概率仍然是
３

５
．

　　我们经常简单地

说“抽 签 与 顺 序 无
关”，实际上是指抽
到什么签的可能性与

顺序无关．
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７
概率初步（续）

８６　　　

２．盒子中有大小与质地相同的５个红球和４个白球，从中随机取１个球，观察其颜色

后放回，并同时放入与其相同颜色的球３个，再从盒子中取１个球．求第二次取出的球是

白色的概率．

３．从一个放有大小与质地相同的３个黑球、２个白球的袋子里摸出２个球并放入另外

一个空袋子里，再从后一个袋子里摸出１个球．求该球是黑色的概率．

３ 贝叶斯公式

全概率公式是利用条件概率犘（犃｜Ω犽）与权重犘（Ω犽）

（犽＝１，２，…，狀）来计算事件发生的概率犘（犃）．在某些场合下，

我们也需要计算在犃 发生的条件下Ω犽 发生的概率犘（Ω犽｜犃）

（犽＝１，２，…，狀）．

例６　已知人群中有５％的人患有一种严重的疾病，而已

有的检测方法很繁琐，也很昂贵．某公司自称发明了一种方便且

成本低廉的医学检测方法，已知这种方法对患有这种疾病的人检

测时，９０％呈阳性反应，而对不患有这种疾病的人检测时，有

５％的人呈阳性反应．从这两个数据看，这种方法似乎是不错的，

管理部门该怎么评价它的准确率？

解　首先要清楚什么是一个检测方法的准确率．检测方法的

准确率是指当一个人被检测呈阳性反应时，他的确患有这种疾病

的概率．用事件犅表示一个人患有此疾病，犘（犅）就是患病率，并

用事件犃来表示其检测呈阳性．我们要计算条件概率犘（犅｜犃）．

由已知条件，患病率犘（犅）＝０．０５，患病者检测呈阳性的概率

犘（犃｜犅）＝０．９，非患病者检测呈阳性的概率犘（犃｜犅）＝０．０５．由

全概率公式，有

犘（犃）＝犘（犃｜犅）犘（犅）＋犘（犃｜犅）犘（犅）

＝０．９×０．０５＋０．０５×０．９５＝０．０９２５．

再由条件概率公式及概率的乘法公式，就得到

犘（犅｜犃）＝
犘（犃∩犅）

犘（犃）
＝
犘（犃｜犅）犘（犅）

犘（犃）
＝
０．９×０．０５

０．０９２５
＝
１８

３７
．

这说明其准确率不到
１

２
，管理部门可能认为这种检测方法的

准确率不够理想．
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７．１　　　条件概率与相关公式

８７　　　

上面计算概率犘（犅｜犃）的公式的一般形式称为贝叶斯公式，

即对犻＝１，２，…，狀，成立

犘（Ω犻狘犃）＝
犘（犃狘Ω犻）犘（Ω犻）

∑
狀

犽＝１

犘（犃狘Ω犽）犘（Ω犽）
．

实际上，由乘法公式得

犘（犃｜Ω犻）犘（Ω犻）＝犘（犃∩Ω犻）＝犘（犃）犘（Ω犻｜犃），

因此

犘（Ω犻狘犃）＝
犘（犃狘Ω犻）犘（Ω犻）

犘（犃）
，

再对分母应用全概率公式即推出贝叶斯公式．

对于任意给定的犻来说，犘（Ω犻）称为事件Ω犻 的先验概率

（ｐｒｉｏｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ）．一个已经发生了的事件犃可以看作一个新的

信息．在犃发生的条件下，Ω犻的概率犘（Ω犻｜犃）可以看作对原概

率犘（Ω犻）的一个矫正，称为后验概率（ｐｏｓｔｅｒｉｏｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ）．

贝叶斯公式提供了一种通过不断学习经验来认识随机现象的

思想，是机器学习的理论基础之一．

　　

练习７．１（３）

１．设某公路上经过的货车与客车的数量之比为２∶１，货车中途停车修理的概率为

０．０２，客车中途停车修理的概率为０．０１．今有一辆汽车中途停车修理，求该汽车是货车

的概率．

２．已知在所有男子中有５％患有色盲症，在所有女子中有０．２５％患有色盲症．现随机抽

取一人发现患有色盲症，问：其为男子的概率是多少？（设男子和女子的人数相等）

习题７．１　 　

　犃组

１．掷一颗骰子所得的样本空间为Ω＝｛１，２，３，４，５，６｝．令事件犃＝｛２，３，５｝，犅＝｛１，２，４，

５，６｝．求犘（犅｜犃）．

　　贝叶斯公式诱导

出一种统计学观点，
也是哲学观点：事件
的概率可以根据出现

的新信息进行修正．
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７
概率初步（续）

８８　　　

２．将一枚质地均匀的硬币抛掷２次，设事件犃为“第一次出现正面”，事件犅为“第二

次出现正面”．求犘（犃｜犅）与犘（犅｜犃）．

３．某工厂有四条流水线生产同一产品，已知这四条流水线的产量分别占总产量的

１５％、２０％、３０％和３５％，又知这四条流水线的产品不合格率依次为０．０５、０．０４、０．０３和

０．０２．从该厂的这一产品中任取一件，抽到不合格品的概率是多少？

４．假设有两箱同种零件，第一箱内装有５０件，其中１０件为一等品；第二箱内装有

３０件，其中１８件为一等品（两箱外观相同）．现从两箱中随意挑出一箱，然后从该箱中随

机地取出一个零件．求取出的零件是一等品的概率．

　犅组

１．设某种动物活到２０岁的概率为０．８，活到２５岁的概率为０．４．现有一只２０岁的该

种动物，它活到２５岁的概率是多少？

２．袋中装有编号为１到犖 的犖 个球．先从袋中任取一个球，若该球不是１号球，则

放回袋中；若是１号球，则不放回，然后再摸一次．求第二次摸到２号球的概率．
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７．２　　　随机变量的分布与特征

８９　　　

７．２　　
随机变量的
分布与特征

１ 随机变量与分布

在许多情况下，我们可以使用数来表示随机现象的结果．生

活中就有很多例子：

（１）掷一颗骰子，用犡 表示点数，例如，犡＝６表示掷出６

点，犡＝１表示掷出１点；

（２）抛掷一枚硬币１０次，用犡 表示得到正面的次数，例

如，犡＝５表示５次是正面；

（３）从一个放有大小与质地相同的１０个白球、１０个黑球的

罐子中摸出５个球，用犡 表示其中白球的个数；

（４）用犡 表示明天的降雨量（单位：ｍｍ）；

（５）用犡表示保险公司某客户一年中的车辆损失（单位：元）．

在这些例子中，我们都是用数来表示随机现象的结果，这引

出随机变量这个重要的概念．

在本章中，除７．３节外，我们总是假设样本空间是有限的．

这时，以样本空间作为定义域的一个函数犡 称为一个随机变量

（ｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅ），即对样本空间Ω中任意给定的元素ω，都有

唯一的实数犡（ω）与之对应．

尽管随机变量的名字中用了“变量”这两个字，但实际上它是

一个函数．随机变量的取值在随机现象发生前是随机的，且其取

某一具体值这一事件的概率是该随机变量在该值上的分布．分布

是日常生活中经常使用的一个词，如收入分布、人口分布、年龄

分布、成绩分布等．在数学中，分布的定义如下：

随机变量所有可能的取值以及相应的概率，称为随机变量的

分布．

注意，在上述定义中，随机变量犡 的所有可能取值（以犡

作为观察角度的所有结果）的概率的和等于１．
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７
概率初步（续）

９０　　　

分布的表示方法很多，常用图表来表示，这比较直观易懂．

例如，下面例１中的分布，第一行表示随机变量的取值，第二行

表示相应取值的概率．

例１　分别抛掷１、２、３枚硬币，计算其中正面朝上枚数

犡 的分布．

解　（１）先考虑抛掷１枚硬币的情形．此时犡 的可能取值是

０、１，且犘（犡＝０）＝犘（犡＝１）＝
１

２
，所以犡 的分布是

（
０ １

１

２

１

２
）．

（２）再考虑抛掷２枚硬币的情形．此时犡 的可能取值是０、

１、２，分别表示两个反面、一正一反、两个正面这三个事件，因

为犘（犡＝０）＝犘（犡＝２）＝
１

４
，犘（犡＝１）＝

１

２
，所以犡 的分布是

（
０ １ ２

１

４

１

２

１

４
）．

让我们用这个例子来详细解释一下随机变量．用犎 及犜 分

别表示正反面，那么样本空间

Ω＝｛犎犎，犎犜，犜犎，犜犜｝

是等可能的．随机变量犡 是正面朝上的个数，故

犡（犎犎）＝２，犡（犎犜）＝１，犡（犜犎）＝１，犡（犜犜）＝０，

且

｛犡＝０｝＝｛犜犜｝，

｛犡＝１｝＝｛犎犜，犜犎｝，

｛犡＝２｝＝｛犎犎｝

分别包含１、２及１个元素，因此概率分别是
１

４
、
２

４
、
１

４
．

（３）若抛掷３枚硬币，则犡 的可能取值是０、１、２、３，分

别表示三个反面、一正两反、两正一反、三个正面这四个事

件，而

犘（犡＝０）＝犘（犡＝３）＝
１

８
，

犘（犡＝１）＝犘（犡＝２）＝
３

８
，
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７．２　　　随机变量的分布与特征

９１　　　

所以犡 的分布是

（
０ １ ２ ３

１

８

３

８

３

８

１

８
）．

例２　掷一颗骰子，观察掷得的点数．

（１）求点数犡 的分布；

（２）只关心点数６是否出现．若出现，则记犢＝１，否则记

犢＝０．求犢的分布．

解　（１）因为掷得每个点数为等可能事件，所以点数犡 的

分布为

（
１ ２ ３ ４ ５ ６

１

６

１

６

１

６

１

６

１

６

１

６
）．

（２）因为犘（犢＝１）＝
１

６
，而犘（犢＝０）＝

５

６
，所以犢 的分

布为

（
０ １

５

６

１

６
）．

当随机变量取所有值的概率均相等时，称它是等可能分布或

均匀分布的，如例１（１）与例２（１）．另外，只取两个值的随机变

量称为伯努利型，其分布称为伯努利分布，如例１（１）与例２（２）．

一个如下形式的图表被称为一个分布：

（
狓１ 狓２ … 狓狀

狆１ 狆２ … 狆狀
），

其中狓１、狓２、…、狓狀 是互异的实数，狆１、狆２、…、狆狀 是非负

数，作为概率值，其总和为１，即成立

狆１＋狆２＋…＋狆狀＝１．

例３　统计某地历史上近两百年的年降水量，得到以下

数据：

年降水量／ｍｍ ０～１００ １００～２００ ２００～３００ ３００～４００ ４００以上

年数 １０ ５５ ８５ ３５ １５

　　一般要求概率值

是正数，因为０概率
值在分布中所处的这

一列总可以删去．

　　分布直观上表示

总值为１的量是怎么

分布在一些数上的．
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７
概率初步（续）

９２　　　

请据此构造一个随机变量并求其分布．

解　用犡 表示年降水量级别，犡＝１、２、３、４、５分别表示

年降水量为０～１００、１００～２００、２００～３００、３００～４００和４００以

上．犡 是一个随机变量，其分布为

（
１ ２ ３ ４ ５

２

４０

１１

４０

１７

４０

７

４０

３

４０
）．

分布通常可用更直观的形式来表示，如下面的条形图

（图７２１）所示．

图７２１

练习７．２（１）

１．掷两颗骰子，用犡 表示两点数差的绝对值．求犡 的分布．

２．以下是分布的为 （　　）

　　

Ａ．（０ １

１ １
）； Ｂ．（

－１ ０ １

１

２

１

３

１

６
）；

Ｃ．（
１ ２ ３

１

２

１

４

１

８
）； Ｄ．（ １ １．２ ２ ２．４

－０．５ ０．５ ０．３ ０．７
）．

２ 期望

随机变量的分布体现的是随机变量取值的概率分布．把概率

作为权重，对随机变量的相应取值进行加权平均后所得到的值，

称为随机变量的期望（ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ）：

　　期望是概率论中的

一个重要概念，它的全
称是数学期望，简称期
望，也称均值．因为期
望实际上是由某个分布

所确定的，所以也称为
该分布的期望．
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７．２　　　随机变量的分布与特征

９３　　　

定义　如果随机变量犡 的分布是

（
狓１ 狓２ … 狓狀

狆１ 狆２ … 狆狀
），

那么它的期望定义为如下的加权平均：

犈［犡］＝狓１狆１＋狓２狆２＋…＋狓狀狆狀．

例４　（１）掷一颗骰子，求掷得点数的期望；

（２）掷两颗骰子，求掷得点数和的期望．

解　（１）掷一颗骰子，掷得点数犡 的期望是

犈［犡］＝１×
１

６
＋２×

１

６
＋３×

１

６
＋４×

１

６
＋５×

１

６
＋６×

１

６

＝
１＋２＋３＋４＋５＋６

６
＝３．５．

（２）掷两颗骰子，掷得点数和犡 的分布为

（
２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

１

３６

２

３６

３

３６

４

３６

５

３６

６

３６

５

３６

４

３６

３

３６

２

３６

１

３６
），

其期望为

犈［犡］＝２×
１

３６
＋３×

２

３６
＋４×

３

３６
＋５×

４

３６
＋６×

５

３６
＋７×

６

３６
＋

８×
５

３６
＋９×

４

３６
＋１０×

３

３６
＋１１×

２

３６
＋１２×

１

３６

＝７．

例５　抛掷狀枚硬币，用犡 表示正面朝上的硬币数．求

它的分布及期望．

解　抛掷狀枚硬币是一个古典概率模型，其样本点是

（，，…，烉烇 烋
狀枚

），
其中括号里的每一个表示每一枚硬币抛掷的结果：正面朝上

（犎）或者反面朝上（犜）．所以，抛掷狀枚硬币的随机试验的样本

空间中有２狀 个元素．事件犡＝犽表示“出现犽个正面朝上”，即

其中有犽个犎、（狀－犽）个犜 的样本点全体．用选择性必修课程

第６章介绍的排列组合方法，犡＝犽这个事件含有的样本点数为

在狀个位置上取犽个位置放置犎 的组合数Ｃ犽狀．

犡 的取值范围是犽＝０，１，２，…，狀，有

　　数学期望是一个

加权平均，其中的权
是随机变量取值对应

的概率．
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７
概率初步（续）

９４　　　

犘（犡＝犽）＝
Ｃ犽狀

２狀
．

有了犡 的分布，就可以得到犡 的期望，为

犈［犡］＝∑
狀

犽＝０

犽Ｃ犽狀

２狀
．

　　当犽≥１时，有

犽Ｃ犽狀＝
犽狀！

犽！（狀－犽）！
＝

狀！

（犽－１）！（狀－犽）！

＝狀
（狀－１）！

（犽－１）！（狀－犽）！
＝狀Ｃ犽－１狀－１，

由选择性必修课程６．５节中所介绍的二项式定理，得所求的期

望为　　

犈［犡］＝∑
狀

犽＝０

犽Ｃ犽狀

２狀
＝∑

狀

犽＝１

狀Ｃ犽－１狀－１

２狀

＝
狀

２狀∑
狀

犽＝１

Ｃ犽－１狀－１＝
狀

２狀∑
狀－１

犽＝０

Ｃ犽狀－１

＝
狀

２狀
×２狀－１＝

狀

２
．

　　
掷一颗骰子，掷得点数的期望是３．５，甚至不是一个整数，

那么，期望到底有什么意义呢？实际上，期望的意义在多次重复

试验中可以明显地体现出来．例如，重复掷一颗骰子狀次，所得

到的点数分别记为犡１、犡２、…、犡狀，那么，当狀很大时，平

均点数必定逼近于期望，即成立

犡１＋犡２＋…＋犡狀
狀

≈３．５．

这个结果类似于在必修课程１２．３节中所述的伯努利大数

定律．

随机变量的期望是一个确定的数，它满足下面两个性质．

　　期望的线性性质

１．如果犡 是一个随机变量，犪是一个实数，那么

犈［犪犡］＝犪犈［犡］．

２．如果犡、犢是两个随机变量，那么

犈［犡＋犢］＝犈［犡］＋犈［犢］．

性质１的证明是容易的，性质２的证明超出所学的知识范围．

　　请同学们尝试完

成性质１的证明．
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７．２　　　随机变量的分布与特征

９５　　　

这两个性质的证明这里均略去，只列出它们的结论．为了方便，我

们把一个确定的常数也看作一个随机变量，称为常数随机变量．常

数随机变量是确定的，没有随机性，它的期望等于它本身．

例４（２）中求得点数之和的期望是７，这是通过分布来计算

的．更方便的方法是利用期望的性质来计算．用犡１、犡２分别表

示掷第一颗及第二颗骰子得到的点数，那么犡１＋犡２就是两颗骰

子的点数之和．这样，根据期望的线性性质，并利用例４（１）的结

果，就得到

犈［犡１＋犡２］＝犈［犡１］＋犈［犡２］＝３．５＋３．５＝７．

练习７．２（２）

１．抛掷４枚硬币，用犡 表示正面朝上的枚数．求犡 的期望．

２．从一个放有大小与质地相同的５个白球、４个黑球的罐子中不放回地摸３个球，用

犡 表示摸到的白球数．求犡 的期望．

３ 方差

通过前面的学习，我们不仅能够时刻感知无处不在的随机性，

还能够感知随机性的大小．一般来说，如果某件事发生的可能性很

大或者很小，它的随机性就相对较小．例如，抛掷一枚硬币，正面

和反面朝上的概率都是
１

２
，而掷一颗骰子得到“６”与“非６”两个结

果的概率则是
１

６
与
５

６
．相比之下，抛掷硬币的结果更不确定，所以

随机性更大．与之比较，买彩票中奖的概率要小很多，因此随机性

更小．人们经常把随机性很小（概率接近０或１）的事件近似为确定

的事件，即近似确定不发生或近似确定发生，此时，就模糊了确

定性和随机性的界限，把“确定”当作是随机性非常小的代名词．

期望大体上表示一个随机变量的“中间”态．随机变量的取值

虽不确定，但总是分布在期望的两侧，可能远也可能近．通俗地

说，如果一个随机变量分布在期望两侧比较远的地方，就说这个

随机变量比较分散．反过来，如果一个随机变量分布在期望两侧

比较近的地方，就说这个随机变量比较集中．

数学上用什么指标来衡量随机变量的分散度呢？按照上面的

　　事件可以看成是

一个随机变量：发生
定义为１，不发生定
义为０．这样，随机性
大小与分散度大小实

际上是统一的．
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７
概率初步（续）

９６　　　

分析，对随机变量犡 而言，我们用犡 与其期望的偏差的平方的

期望，即

犈［（犡－犈［犡］）２］

来衡量随机变量犡 的分散度，称为犡 的方差（ｖａｒｉａｎｃｅ），记为

犇［犡］．

定义　随机变量犡 的方差犇［犡］定义为

犇［犡］＝犈［（犡－犈［犡］）２］．

考虑一个极端的情况．如果犡 是一个常数随机变量，那么

就有犇［犡］＝０．这说明一个确定的量的分散度为零．反之，如果

犇［犡］＝０，那么犡 就是一个常数随机变量．这说明分散度为零

的量必是一个确定的量．

下面推导一个更方便使用的方差公式．事实上，根据期望的

线性性质，并注意到犈［犡］是一个常数，就有

犇［犡］＝犈［犡２－２犡犈［犡］＋（犈［犡］）２］

＝犈［犡２］－２犈［犡犈［犡］］＋犈［（犈［犡］）２］

＝犈［犡２］－２（犈［犡］）２＋（犈［犡］）２

＝犈［犡２］－（犈［犡］）２．

这样，就得到方差的如下计算公式：

犇［犡］＝犈［犡２］－（犈［犡］）２．

例６　掷一颗骰子，用犡 表示掷得的点数．求犡 的方差．

解　由本节例４可知犡 的期望犈［犡］＝３．５，现在需要计算

犈［犡２］，为此先计算犡２ 的分布．显然，犡２ 的取值是１２、２２、

３２、４２、５２、６２，且

犘（犡２＝犽２）＝犘（犡＝犽）＝
１

６
，犽＝１，２，…，６．

于是

犈［犡２］＝１２×
１

６
＋２２×

１

６
＋３２×

１

６
＋４２×

１

６
＋５２×

１

６
＋６２×

１

６

＝
１２＋２２＋３２＋４２＋５２＋６２

６

＝
９１

６
．

因此

　　方差是犡－犈［犡］
平方之后的期望，它
与期望犈［犡］的尺度
不同．统计中经常使

用标准差 犇［犡槡 ］来

代替方差．
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７．２　　　随机变量的分布与特征

９７　　　

犇［犡］＝犈［犡２］－（犈［犡］）２＝
９１

６
－３．５２＝

３５

１２
．

例６中犈［犡２］的计算实际上无需求助于犡２的分布，只要知

道犡 自身的分布就够了．事实上，若犡 的取值为狓１、狓２、…、

狓狀，而相应的概率为狆１、狆２、…、狆狀，就有

犈［犡２］＝狓２１狆１＋狓２２狆２＋…＋狓２狀狆狀．

方差有以下两个性质：

　　性质　

１．如果犡 是一个随机变量，犪是一个实数，那么

犇［犪犡］＝犪２犇［犡］．

２．如果犡、犢分别是两个独立的随机变量，那么

犇［犡＋犢］＝犇［犡］＋犇［犢］．

性质１的证明是容易的，但性质２的证明超出所学的知识范

围．这两个性质的证明这里均略去，只列出它们的结论．

例７　掷两颗骰子，掷得的点数分别为犡、犢．求点数和

犡＋犢与点数差犡－犢的期望与方差．

解　本节例４说明犈［犡］＝犈［犢］＝３．５，本节例６说明犇［犡］

＝犇［犢］＝
３５

１２
．

由期望的线性性质，可得

犈［犡＋犢］＝犈［犡］＋犈［犢］＝７，

犈［犡－犢］＝犈［犡］＋犈［－犢］＝犈［犡］－犈［犢］＝０．

因为掷两颗骰子是两个独立的随机试验，而犡、犢分别是这

两个独立的随机试验所对应的随机变量，所以由方差的性质可得

犇［犡＋犢］＝犇［犡］＋犇［犢］＝
３５

１２
＋
３５

１２
＝
３５

６
，

犇［犡－犢］＝犇［犡＋（－犢）］＝犇［犡］＋犇［－犢］

＝犇［犡］＋（－１）２犇［犢］＝犇［犡］＋犇［犢］

＝
３５

６
．

综上所述，一个随机变量是以其样本空间为定义域的函数，

期望描述它的中心位置，而方差描述此随机变量对其期望的偏离

　　请同学们尝试完

成性质１的证明．
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７
概率初步（续）

９８　　　

度，即其随机程度．期望与方差是随机变量最重要的两个特征．

它们是通过数字来描述的，也称为数字特征．

练习７．２（３）

１．设犡 是一个随机变量，犮是常数．求证：犡＋犮的方差与犡 的方差相等．

２．已知随机变量犡 的分布为

（１ ２ ３

０．４ ０．２ ０．４
），

求犡 的方差．

习题７．２　 　

　犃组

１．一袋中装有６个大小与质地相同的白球，编号为１、２、３、４、５、６．从该袋内随机

取出３个球，记被取出球的最大号码数为犡．写出随机变量犡 的分布．

２．掷两颗骰子，用犡 表示较大的点数（在点数相同时，犡 表示共同的点数）．求犡 的

分布与期望．

３．设某射手打靶环数犡 的分布为

（７ ８ ９ １０

犪 ０．１ ０．３ 犫
），

已知期望犈［犡］＝８．９．求犪、犫的值．

４．一袋中装有大小与质地相同的２个白球和３个黑球．

（１）从中有放回地依次摸出２个球，求２球颜色不同的概率；

（２）从中不放回地依次摸出２个球，记２球中白球的个数为犡．求犡 的期望和方差．

　犅组

１．编号为１、２、３、４的四名学生随机入座编号为１、２、３、４的座位，每个座位坐一

人．座位编号和学生编号一样时称为一个配对．用犡 表示配对数，求犈［犡］．

２．已知一个随机变量犡 的分布为

（－１ ０ １

犪 犫 犮
）．

若犪＋犮＝２犫，且犈［犡］＝
１

３
，求犇［犡］的值．
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７．２　　　随机变量的分布与特征

９９　　　

３．一袋中装有编号为１、２、３、４、５的五个大小与质地相同的球．依次摸两个球，用

犡１、犡２分别表示第一个及第二个球的编号．在以下两种情况下分别求犡１、犡２以及两编

号之和犡１＋犡２的分布，再分别验证等式犈［犡１＋犡２］＝犈［犡１］＋犈［犡２］与犇［犡１＋犡２］

＝犇［犡１］＋犇［犡２］是否成立．

（１）放回；

（２）不放回．

４．先掷一颗骰子，记朝上的点数为犡．再抛掷犡 枚硬币，记犢为正面朝上的硬币数．

求犢的分布、期望与方差．

课后阅读　 　

随机商品的定价与风险

　　商品是大家熟悉的东西，生活离不开商品．除了通常的商品外，还有随机商品．所谓

随机商品，就是其价值在购买的时候不确定，在未来的某个时刻才会确定的商品，如彩

票、股票、保险等．不确定性意味着风险（ｒｉｓｋ）．因为人们对于风险的需求或者偏好不同，

所以随机商品可以用来实现风险的转移．有的人喜欢风险，喜欢碰运气，他就会买彩票，

也就是用不多的钱购买一个中大奖的微小机会；相反，有的人不喜欢风险，他就会买保

险，保险源于人们对于未知风险的恐惧，把自己未来不确定的损失换成确定的付出，或者

说付费让保险公司来分担风险．一个基本的常识是，潜在收益越大，风险就越大，风险和

收益是成正比的．

简单地说，随机商品的未来价值是一个随机变量犡，它在购买时的价格（不计其他成

本）应该就是它的期望．为什么？因为由大数定律，在有很多人购买时，它的平均价值趋

向于期望．这就是说，随机商品的定价通常是它的期望值．但是随机商品的另外一个特征

是风险，这通常由方差来衡量．例如，比较一个中奖率为
１

１００
，奖金１００元的彩票犡，与

一个中奖率为
１

１００００
，奖金１００００元的彩票犢，两个彩票的期望是一样的，但是风险收益

有很大的差别，比起彩票犡，彩票犢中奖的可能性小，但是奖金却高得多，其实就是风

险大，但潜在的收益高．风险是不确定性，而方差是不确定性的一个度量指标，因此方差

可以看成是风险的一个指标．例如，通过简单的计算可以知道，彩票犢的方差大约百倍于

彩票犡 的方差．要注意，风险是个内涵丰富的词，没有公认的数学定义，方差只是风险的

一个指标，体现风险的某种特征，银行与企业经常使用另外一个指标：在某个警戒概率下

可能造成的最大损失，称为在险价值．
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概率初步（续）

１００　　

心理期望与数学期望

从中文字义看，期望是内心的期待，是涉及人的心理的，可以说是心理期望，概率中

所说的期望是数学期望，这个概念在费马和帕斯卡讨论分奖金问题时就产生了．心理期望

和数学期望两者有什么关系呢？拿一个随机商品来说，它的期望值是不是与人们的心理期

望重合呢？在多数情况下的确如此，因为期望是随机商品在大样本条件下的平均价值．但

是在一些极端情况下，两者明显是背离的．

考虑如下的游戏：请你抛掷２０枚硬币，如果２０枚都是正面朝上，那么你将得到１０

亿元，否则得０元．这是一个随机产品，它的价值记为犡，犡 以大约一百万分之一的概率

取值为１０亿，剩余的概率取值为０，因此数学期望犈［犡］约等于１０００．问题是你愿意花

　　圣彼得堡悖论是

尼古拉·伯努利 （Ｎ．

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ，他是证明

大数定律的雅各布·

伯努 利 的 侄 子）于

１７３８年提出的．

多少钱玩这个游戏，也就是问它的心理期望是多少．在大多数人的

心目中，它的价值是远远小于１０００元的．如果这还不能说服你，

那我们来看经典的圣彼得堡悖论．考虑这样一个游戏：不断地抛掷

一枚硬币直到出现正面朝上为止，如果正面朝上出现在第狀次，那

么你将得到２狀元．记这个游戏的价值是犡．因为第狀次首次出现正

面朝上这个事件发生的概率是
１

２狀
，得到的钱数是２狀，所以由期望公式可以看出犡 的数学

期望是无穷大．按照数学期望来看，无论你花多少钱玩这个游戏都是值得的．但根据调

查，很少有人愿意花２５元去参加一次这样的游戏．现在你可以抛掷一枚硬币试一下，然

后考虑一下，你愿意花多少钱玩这个游戏呢？或者说它在你的心里价值几何？
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７．３　　　常用分布

１０１　　

７．３　常用分布

１ 二项分布

考虑如下问题：一次测验共有１０道选择题，每题备有４个

选项，其中只有１个正确．如果某学生随意猜测答题，问其答对

一半以上的概率有多大．这样的概率计算具有普遍性，现在就来

讨论这种题型的概率计算．

设有一个伯努利试验，其成功概率为狆（０＜狆＜１），失败概

率为狇，且狆＋狇＝１．独立地重复该伯努利试验狀次，用犡 表示

成功的次数．把狀次试验看作具有狀个标号的位置，其中每个位

置都有两种可能：成功或者失败，分别标记为１和０．“成功次数

为犽”的事件犡＝犽可以看作从狀个位置里选择犽个位置标记为

１，而其他标记为０，这样的选择共有Ｃ犽狀 种．因为每次试验都是

独立地进行，所以由独立性，每种标记发生的概率是狆犽狇狀－犽．再

由概率的可加性，可得成功次数为犽的概率为

犘（犡＝犽）＝Ｃ犽狀狆犽狇狀－犽，

其中犽＝０，１，２，…，狀．因为Ｃ０狀＝Ｃ狀狀＝１，所以犡的分布可表示为

（
０ １ ２ … 犽 … 狀

狇
狀 Ｃ１狀狆狇

狀－１ Ｃ２狀狆
２
狇
狀－２ … Ｃ犽狀狆

犽
狇
狀－犽 … 狆

狀）．
从这个角度可以证明二项式定理

∑
狀

犽＝０

Ｃ犽狀狆
犽
狇
狀－犽＝∑

狀

犽＝０

犘（犡＝犽）＝１．

这是这个分布被称为二项分布的理由．

定义　独立地重复一个成功概率为狆的伯努利试验狀次，其

成功次数的分布称为二项分布（ｂｉｎｏｍｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ），亦称成功
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１０２　　

次数犡 服从二项分布犅（狀，狆）．

独立重复伯努利试验是一个非常重要的概率模型，在实际中

经常出现．

例１　独立地重复狀次成功概率为狆的伯努利试验，求

至少有一次成功的概率．

解　用犡 表示成功次数．至少有一次成功相当于犡＞０，它

的对立事件是犡＝０．由概率的性质，至少有一次成功的概率为

犘（犡＞０）＝１－犘（犡＝０）＝１－（１－狆）狀．

当成功概率狆很小时，通常说成功是小概率事件．虽然在一

次试验中，小概率事件几乎不可能发生，但因为０＜狆＜１，有

０＜１－狆＜１，当试验次数狀充分大时，（１－狆）狀 接近于零，即

１－（１－狆）狀接近于１，所以至少有一次成功的概率就会很大．

直观地说，做一件事情，不管成功概率多小，只要执着

地努力，重复的次数足够多，就有很大可能会成功．如同俗

语所说：失败是成功之母．反过来说，如果不断地重复，小

概率的坏事也终有可能发生．例如，开车一次发生事故的概

率狆很小，但是如果每天开车，长期下去还是很有可能发生

事故的．所以，不仅每次开车都要格外小心，减小事故发生

的概率狆，而且要尽可能地减少开车次数狀，这样就能使发生

事故的概率尽量减小．

例２　设犡 服从二项分布犅（狀，狆），求犡 的期望与方差．

解　用犡犽表示第犽次随机试验的结果：若成功，则犡犽＝１；

若失败，则犡犽＝０．总的成功次数犡 可以表示为

犡＝犡１＋犡２＋…＋犡狀．

按照定义，犡犽的期望是

犈［犡犽］＝１×狆＋０×（１－狆）＝狆．

所以，由期望的线性性质，得

犈［犡］＝犈［犡１］＋犈［犡２］＋…＋犈［犡狀］＝狀狆．

用同样的方法可以计算犡 的方差．先计算犇［犡１］．因为

犈［犡２１］＝狆，所以

犇［犡１］＝犈［犡２１］－（犈［犡１］）２＝狆－狆２＝狆（１－狆）．

因为每次试验是独立地重复，所以犡１，犡２，…，犡狀 是相

互独立的，且犇［犡犽］＝狆（１－狆），犽＝１，２，…，狀．由方差的

　　如果不断地重复，
那么一个小概率事件

终究会发生．
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１０３　　

性质，有

犇［犡］＝犇［犡１］＋犇 ［犡２］＋…＋犇［犡狀］＝狀狆（１－狆）．

由上式可见，方差关于概率狆的图像是一个开口向下的二

次函数图像的一部分，且它在狆＝
１

２
时达到最大值．这说明，在

成功概率是
１

２
时，犡 的分散度最大；而当狆与

１

２
相差较大时，犡

的分散度较小．这就从数学上诠释了前面所说的随机性大小与概

率大小的直观关系．

练习７．３（１）

１．已知随机变量犡 服从二项分布犅（狀，狆），若犈［犡］＝３０，犇［犡］＝２０，求狆的值．

２．一批产品的二等品率为０．３．从这批产品中每次随机抽取一件，并有放回地抽取２０

次．用犡 表示抽到二等品的件数，求犇［犡］．

２ 超几何分布

再看另外一个常见的概率模型．

例３　设袋中装有大小与质地相同的６个白球、４个黑球．

现在依次不放回地摸５个球，用犡 表示摸出的白球个数．求犡

的分布．

解　首先，因为所考虑的是白球的个数，与摸球的顺序无

关，而且是不放回地摸球，所以从随机性的角度讲，依次摸出５

个球和一次摸出５个球是一样的．其次，由于是不放回地摸球，

前面摸球的结果会影响后面摸球的结果，因此考虑问题的方法应

该不同于放回摸球的情况．

因为白球有６个，所以变量犡 的取值范围是１、２、３、４、

５．从１０个球中取５个球的所有可能的取法，不计顺序，共有

Ｃ５１０种．举例来说，事件犡＝３可以分为从６个白球中取３个，并

从４个黑球中取２个这样两个步骤，即

犘（犡＝３）＝
Ｃ３６Ｃ

２
４

Ｃ５１０
．

所以，一般地说，
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１０４　　

犘（犡＝犽）＝
Ｃ犽６Ｃ

５－犽
４

Ｃ５１０
，犽＝１，２，３，４，５．

因此，如果一袋中装有大小与质地相同的犪个白球、犫个黑

球，依次随机且不放回地取狀个球，用犡 表示其中的白球数，

那么犡 的分布可由下式给出：

犘（犡＝犽）＝
Ｃ犽犪Ｃ

狀－犽
犫

Ｃ狀犪＋犫
．

其中，犽的取值范围由以下几个条件决定：取得的白球个数不能

超过狀，也不能超过犪；同时，取得的黑球个数不能超过犫，即

成立

犽≤狀，犽≤犪，狀－犽≤犫．

如果简单地约定：当犽＜０或者犽＞狀时，组合符号Ｃ犽狀＝０，

这样，犘（犡＝犽）式中的犽原则上就可以取任意的整数值．

定义　从一个装有大小与质地相同的犪个白球、犫个黑球的

袋中随机且不放回地取狀个球，其中的白球数犡 服从超几何分

布（ｈｙｐｅｒｇｅｏｍｅｔｒｉｃｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）．

例４　计算例３中犡 的期望．

解　我们将利用期望的性质来进行计算．

从装有大小与质地相同的犪个白球、犫个黑球的袋子中不放

回地随机取狀个球，狀不能超过总个数犪＋犫．用犡 表示其中的

白球个数．这可以想象成依次取球，用犡犽 表示第犽次取球的结

果：如果是白球，犡犽＝１；如果是黑球，犡犽＝０．那么

犡＝犡１＋犡２＋…＋犡狀．

本章７．１节中例４已经证明，抽签概率与顺序无关，所以

犘（犡犽＝１）＝
犪

犪＋犫
，犘（犡犽＝０）＝

犫

犪＋犫
．

因此

犈［犡犽］＝
犪

犪＋犫
，

从而

犈［犡］＝犈［犡１］＋…＋犈［犡狀］＝
狀犪

犪＋犫
，

即犡 的期望为取球的个数乘白球的比例．这与放回摸球情况下

　　根据定义，犡 的
期望为

犈［犡］＝∑
犽

犽·
Ｃ犽犪Ｃ

狀－犽
犫

Ｃ狀犪＋犫
，

犽取遍它的取值范围．
此式的直接计算比较

困难．
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１０５　　

取得白球个数的期望是一样的．

从二项分布的期望计算到超几何分布的期望计算，可以看

出，虽然期望和方差是用分布来定义的，但是其计算过程实际上

不一定要用到分布，而只要使用期望和方差的性质即可．

二项分布和超几何分布的区别，实质上就是摸球模型中放回

摸球和不放回摸球的区别．当犪＋犫远大于狀时，放回与不放回

两种情况下的分布之间差别不大，即二项分布与超几何分布之间

差别不大．

练习７．３（２）

１．盒子中有大小与质地相同的３个白球、１个黑球，若从中随机地摸出２个球，求它

们颜色不同的概率．

２．从放有６黑２白共８颗珠子的袋子中抓３颗珠子，分别求黑珠颗数犡 与白珠颗数犢

的分布、期望与方差．

３．从一副去掉大小王牌的５２张扑克牌中任取５张牌，求：

（１）至少有一张黑桃的概率；

（２）至少有一个对子（两张牌的数字一样）的概率．

３ 正态分布

现今的信息时代，各媒体都充斥着数据，因此正确地理解数

据成为非常重要的事．正态分布已经是生活中一个常用的词了．

例如，我们常提起学生的考试成绩是不是正态分布，某个城市的

家庭收入是不是正态分布，等等．那么，究竟什么是正态分布

呢？平日所说的正态分布，大体上是指数据对称地分布在某个中

心值两边，且离中心值越远，分布得越少．

一包米的外包装上标示的质量是５０００ｇ，但实际上是有误差

的．假设包装米的公司没有偷工减料，计量员精确地检测所有在

售的该种米，把米包质量的频率分布直方图画出来，会是一个什

么形状呢？图７３１中是一条峰值在５０００ｇ左右的曲线，它具

有一个单峰，粗略展示了一个正态分布的形状．实际上，很多测

量数据的分布都呈现出这样的形状．

　　注意，虽然期望
是一样的，但它们的
分布是不同的，一个
是二项分布，另一个
是超几何分布．
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７
概率初步（续）

１０６　　

图７３１

数学中的正态分布是指由下面的函数所表达的分布：

φμ，σ２（狓）＝
１

２πσ槡 ２
ｅ
－
（狓－μ）

２

２σ
２

，

其中有两个参数：

（１）μ是该分布的期望或均值；

（２）σ２是该分布的方差，且总是假设σ＞０．

这个函数的图像如同钟形，如图７３２所示．该函数在数学

上称为正态密度函数，也称为钟形曲线．

图７３２

为了理解“一个函数所表达的分布”，要说明两点：第一，分

布是指总数为１的量以某种方式分布在直线上；第二，该函数图

像与狓轴所夹部分的面积等于１，但这个事实需要用到高等数学

的知识才能证明．

定义　设犡 是一个取实数值的随机变量．如果对任何给定

的实数犪与犫（犪＜犫），犡落在区间（犪，犫）上的概率犘（犪＜犡＜犫）等
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７．３　　　常用分布

１０７　　

于三条直线：狔＝０、狓＝犪、狓＝犫与正态密度函数狔＝φμ，σ２（狓）的

图像所围的区域面积（或者简称作此函数在该区间上的面积，如

图７３３所示），那么犡 服从正态分布（ｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ），或

更准确地说，犡 服从参数为μ、σ
２的正态分布，记为

犡～犖（μ，σ
２）．

图７３３

当μ＝０、σ
２＝１时，相应的正态分布称为标准正态分布，记

作犡～犖（０，１），其密度函数

狔＝
１

２槡π
ｅ
－
狓２

２

称为标准正态分布的密度函数，简记作狔＝φ（狓）．实际上，一般

的正态分布的密度函数总是标准正态分布的密度函数的某种平移

和伸缩变换，其形状保持钟形不变．

用Φ（狓）表示标准正态分布的密度函数狔＝φ（狓）从－∞到狓

的累计面积，如图７３４所示，称为标准正态分布函数．

图７３４

这个函数没有简单的表达式，其函数值可通过近似计算得

到．我们也可以通过某些型号的计算器来查它或者它的反函数的

值，如

Φ（１）≈０．８４１３，Φ（２）≈０．９７７２，Φ（３）≈０．９９８７，… ．
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７
概率初步（续）

１０８　　

容易验证狔＝φ（狓）是一个偶函数，所以该函数在区间

（－∞，－狓）上的面积等于其在区间（狓，＋∞）上的面积，如

图７３５所示．此外，由于狔＝φ（狓）与狓轴所围面积为１，因此

狔＝Φ（狓）满足

Φ（－狓）＝１－Φ（狓）．

图７３５

如果犡～犖（μ，σ
２），那么将犡 平移再伸缩后将服从标准正

态分布，即成立

犡－μ
σ
～犖（０，１）．

这样，正态分布犡～犖（μ，σ
２）的密度函数的图像是一条钟形

曲线，它关于直线狓＝μ对称，其最大值在狓＝μ处达到．在

狓＝μ的左侧，函数严格增，而在狓＝μ的右侧，函数严格减，从

而它是一条单峰曲线．当区间（犪，犫）在狓轴上平移时，显然当μ

处于该区间的中心时，概率犘（犪＜犡＜犫）即函数在区间（犪，犫）上

的面积达到最大．因此，我们通常说正态分布集中在其期望μ的

附近，即参数μ表示分布集中的位置．

另外一个参数σ描述的是分布的集中程度．从图７３２中可

以看出，密度函数的最大值在狓＝μ处达到，其最大值为

φμ，σ２（μ）＝
１

２槡πσ
，

它与σ成反比．由于图像与狓轴之间的区域的总面积是一个固定

值１，因此当σ变小时，最大值变大，钟形变“高瘦”，分布向中

心狓＝μ处集中；反之，当σ变大时，最大值变小，钟形变“矮

胖”，分布向狓＝μ的两侧分散．
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７．３　　　常用分布

１０９　　

出于种种原因，在测量的过程中总有误差存在．通常我们总

假设误差是一个服从正态分布的随机变量．

例５　某公司生产的糖果每包标识质量是５００ｇ，但公司

承认实际质量存在误差．已知每包糖果的实际质量服从μ＝５００、

σ２＝２．５２的正态分布．问：随意买一包该公司生产的糖果，其质

量误差超过５ｇ（即１％）的可能性有多大？（结果精确到０．１％）

解　用犡 表示糖果质量，由题意，可知犡～犖（５００，２．５２）．

要求｜犡－５００｜＞５的概率，即求犘（｜犡－５００｜＞５）的值．令

犢＝
犡－５００

２．５
，则犢～犖（０，１）．因此，有

犘（｜犡－５００｜＞５）＝犘（｜犢｜＞２）＝犘（犢＞２）＋犘（犢＜－２）

＝２Φ（－２）＝２（１－Φ（２））

≈２×（１－０．９７７２）＝２×０．０２２８

＝０．０４５６≈４．６％，

即误差超过５ｇ的可能性约是４．６％．

例６　设犡 为任取的某袋有包装误差的产品的质量，

犡～犖（μ，σ
２）．分别求｜犡－μ｜＜σ，｜犡－μ｜＜２σ及｜犡－μ｜＜３σ

的概率．（结果精确到０．１％）

解　令

犢＝
犡－μ
σ
．

那么犘（｜犡－μ｜＜σ）＝犘（｜犢｜＜１）．而犘（｜犢｜＜１）是标准正态分

布的密度函数在区间（－１，１）上的面积，它等于函数在区间

（－∞，１）上的面积减去在区间（－∞，－１）上的面积．这样，就有

犘（｜犢｜＜１）＝Φ（１）－Φ（－１）＝Φ（１）－（１－Φ（１））

＝２Φ（１）－１≈２×０．８４１３－１

＝０．６８２６≈６８．３％．

同样，

犘（｜犢｜＜２）＝２Φ（２）－１≈２×０．９７７２－１＝０．９５４４≈９５．４％；

犘（｜犢｜＜３）＝２Φ（３）－１≈２×０．９９８７－１＝０．９９７４≈９９．７％．

因此，随意购买一袋该产品，约有６８．３％的可能性其质量在

μ左右σ的范围内；约有９５．４％的可能性其质量在μ左右２σ的

范围内；约有９９．７％的可能性其质量在μ左右３σ的范围内，如
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７
概率初步（续）

１１０　　

图７３６所示．这称为正态分布的３σ（ｓｉｇｍａ）原则．

图７３６

练习７．３（３）

１．已知随机变量犡 服从正态分布犖（－２，σ２），且犘（犡≤－１）＝犽．求犘（犡≤－３）

的值．

２．某校高中三年级１６００名学生参加了区第一次高考模拟统一考试，已知数学考试成绩犡

服从正态分布犖（１００，σ２）（试卷满分为１５０分）．统计结果显示，数学考试成绩在８０分到１２０分

之间的人数约为总人数的
３

４
，则此次统考中成绩不低于１２０分的学生人数约为 （　　）

　Ａ．８０；　　　　Ｂ．１００；　　　　Ｃ．１２０；　　　　Ｄ．２００．

习题７．３　 　

　犃组

１．一名学生每天骑车上学，从家到学校的途中经过６个路口．假设他在各个路口遇到

红灯的事件是相互独立的，并且概率都是
１

３
．

（１）用犡 表示这名学生在途中遇到红灯的次数，求犡 的分布；

（２）求这名学生在途中至少遇到一次红灯的概率．

２．从有７名男生的１５名学生中任意选择１０名，用犡 表示其中的男生人数．

求犘（犡＝４）的值．

３．某学生参加一次考试，已知在备选的１０道试题中，能答对其中的６道题．规定每

次考试都从备选题中随机抽出３道题进行测试，求该生答对试题数犡 的分布．
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７．３　　　常用分布

１１１　　

　犅组

１．从一副去掉大小王牌的５２张扑克牌中任取５张牌，用犡 表示其中黑桃的张数．求

犡 的分布、期望与方差．

２．对于本节例４中所定义的犡犽（犽＝１，２，…，狀），设狀＝２．求：

（１）犈［犡１犡２］；

（２）犈［犡２］与犇［犡］．

３．已知随机变量犡 服从正态分布犖（３，σ２），且犘（１≤犡≤５）＝０．６．求犘（犡＞５）的值．
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７
概率初步（续）

１１２　　

内容提要　 　

１．条件概率公式

犘（犅｜犃）＝
犘（犅∩犃）

犘（犃）
．

２．全概率公式

犘（犃）＝∑
狀

犽＝１

犘（犃狘Ω犽）犘（Ω犽）．

　　３．贝叶斯公式

犘（Ω犻狘犃）＝
犘（犃狘Ω犻）犘（Ω犻）

∑
狀

犽＝１

犘（犃狘Ω犽）犘（Ω犽）
．

　　４．设随机变量犡 的分布如上，那么其期望定义为

犈［犡］＝狓１狆１＋狓２狆２＋…＋狓狀狆狀；

其方差定义为

犇［犡］＝犈［（犡－犈［犡］）２］＝犈［犡２］－（犈［犡］）２．

５．期望的线性性质

（１）如果犡 是一个随机变量，犪是一个实数，那么

犈［犪犡］＝犪犈［犡］．

（２）如果犡、犢是两个随机变量，那么

犈［犡＋犢］＝犈［犡］＋犈［犢］．

６．方差的性质

（１）如果犡 是一个随机变量，犪是一个实数，那么

犇［犪犡］＝犪２犇［犡］．

（２）如果犡、犢分别是两个独立的随机变量，那么

犇［犡＋犢］＝犇［犡］＋犇［犢］．

７．二项分布：独立地重复—个成功概率为狆的伯努利试验狀次，其成功次数的分布

称为二项分布（ｂｉｎｏｍｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ），亦称成功次数犡 服从二项分布犅（狀，狆）．

８．超几何分布：从—个装有大小与质地相同的犪个白球、犫个黑球的袋子中随机且不

放回地取狀个球，其中的白球的分布称为超几何分布（ｈｙｐｅｒｇｅｏｍｅｔｒｉｃｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）．

９．正态分布：由钟形曲线

狔＝
１

２πσ槡 ２
ｅ
－
（狓－μ）

２

２σ
２

所刻画的分布称为正态分布（ｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）．
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复习题

１１３　　

复习题　 　

　犃组

１．掷黄、白两颗骰子，当黄色骰子的点数为４或６时，求两颗骰子的点数之积大于

２０的概率．

２．连续掷一颗骰子两次，已知第一次掷出的是偶数点．求第二次也掷出偶数点的

概率．

３．在５道题中有３道数学题和２道语文题．如果不放回地依次抽取２道题，求：

（１）第１次抽到数学题的概率；

（２）第１次和第２次都抽到数学题的概率；

（３）在第１次抽到数学题的条件下，第２次也抽到数学题的概率．

４．已知随机变量犡 的分布为

（－１ ０ １

犪 犫 犮
）．

若犈［犡］＝
１

３
，犇［犡］＝

５

９
，求犪、犫、犮的值．

５．同时抛掷两枚相同的均匀硬币，设随机变量犡＝１表示结果中有正面朝上，犡＝０

表示结果中没有正面朝上．求犈［犡］及犇［犡］．

６．从４名男生和２名女生中任选３人参加演讲比赛，设随机变量犡 表示所选３人中

女生的人数．求：

（１）犡 的分布；

（２）犡 的期望与方差；

（３）“所选３人中女生人数犡≤１”的概率．

７．一批产品的二等品率为０．０２．从这批产品中每次随机取一件，有放回地抽取１００

次．用犡 表示抽到的二等品件数，求犇［犡］．

８．袋中有１０个大小与质地相同的球，其中７个是红球．从中任取５个球，求取出的

球中红球个数犡 的分布．

　犅组

１．某人提出一个问题，甲先答，答对的概率为０．４．若甲答错，则由乙答，乙答对的

概率为０．５．求该问题由乙答对的概率．
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７
概率初步（续）

１１４　　

２．１００件产品中有５件次品，不放回地抽取两次，每次抽１件．已知第一次抽出的是

次品，求第二次抽出正品的概率．

３．盒中有大小与质地相同的２５个球，其中１０个白球、５个黄球、１０个黑球．从盒中

任意取出１个球，已知它不是黑球，求它是黄球的概率．

４．在１、２、３、…、９这９个自然数中，任取３个数．

（１）求这３个数中恰有１个是偶数的概率；

（２）设犡 为这３个数中两数相邻的组数（例如，若取出的数为１、２、３，则有两组相

邻的数１、２和２、３，此时犡 的值为２），求随机变量犡 的分布及期望．

５．口袋里装有大小与质地相同的４个红球和８个白球，甲、乙两人依下面的规则从袋

中有放回地摸球，每次摸１个球．规则如下：若一方摸出１个红球，则此人继续下一次摸

球；若一方摸出１个白球，则由对方接替下一次摸球．假设每次摸球相互独立，且由甲进

行第一次摸球．求在前三次摸球中，甲摸得红球的次数犡 的分布及期望．

拓展与思考

１．在一个游戏中，每次输赢的概率都是
１

２
．甲的策略是：第一次押１元，如果赢，就

结束；如果输，押２元再来一次，无论输赢都结束．乙的策略是：押１元，无论输赢都

结束．

（１）求甲赢的概率与乙赢的概率；

（２）用犡、犢分别表示甲、乙最终赢得的金额（即所押金额），求它们的分布与期望；

（３）比较甲与乙的策略．

２．设有两个罐子，犃罐中放有２个白球、１个黑球，犅罐中放有３个白球，这些球的

大小与质地相同．现在从两个罐子中各摸１个球进行交换，求这样交换３次后，黑球还在

犃罐中的概率．交换狀次后呢？

３．有一种骰子游戏，某人掷两颗骰子，若掷出的点数之和是７或１１，则赢；若掷出

的点数之和是２、３或１２，则输；若掷出其他的点数和，则记下这个数，继续掷这两颗骰

子，直到掷出的点数和是这个记下的数或者７为止，若是这个记下的数，则赢，若是７，

则输．求此人赢的概率是多少．
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第８章

成对数据的

统计分析

　　在必修课程第１３章“统计”中，我们主要研究了来自单

一变量数据的一些统计特征，如集中趋势、离散程度、分

布等．但现实世界中许多事物和现象之间都是有联系的．在

本章中，我们将主要学习来自两个变量的成对数据的相关

分析和回归分析，掌握它们之间的统计规律．

本章将要学习的相关分析、回归分析及χ２检验都属于

推断性统计方法，它们在构建统计模型、预测结果和因果

分析等方面有许多应用．

在必修课程中学过的散点图是进行成对数据统计分析

的基础，通过观察散点图可以大致了解数据的整体形态和

偏离情况，发现两组数据之间的变化规律，构建适当的统

计模型．统计图表不仅可以直观地表示数据及其规律，也是

建立统计直觉的重要途径．
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１１６　　

８．１　　
成对数据的
相关分析

１ 成对数据间的关系

在统计活动中，我们常常需要研究来自同一对象的两个相关

变量的两组数据间的关系．例如，为考察某班学生的身高与体重的

关系，首先需要对每个学生的身高和体重进行测量，得到两组数

据：一组是反映“身高”这个变量的数据，另一组是反映“体重”这

个变量的数据．我们把这样来自同一对象的两组数据称为成对数

据．研究成对数据相关性的方法称为相关分析（ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ）．

在必修课程第１３章中，我们曾经用散点图观察两个变量之

间的相关性．例如，我们分别讨论了钻石价格与质量、颜色之间

的关系．

下面再来看一个例子．

例１　通过随机抽样，我们获得某种商品每千克价格（单

位：百元）与该商品消费者年需求量（单位：千克）的一组调查数

据，如表８１所示．

表８１　消费者年需求量与商品每千克价格

每千克价格／百元 ４．０ ４．０ ４．６ ５．０ ５．２ ５．６ ６．０ ６．６ ７．０ １０．０

年需求量／千克 ３．５ ３．０ ２．７ ２．４ ２．５ ２．０ １．５ １．２ １．２ １．０

请绘制上述数据的散点图，并依据散点图观察两组数据的相

关性．

解　由于这两组数据分别来自同一商品的两个变量：“每千

克价格”与“年需求量”，因此来自这两个变量的两组数据可以看

作成对数据．把“每千克价格”作为横坐标（自变量），“年需求量”

作为纵坐标（因变量），在平面直角坐标系中绘制相应的点，就得

到年需求量和每千克价格的散点图（图８１１）．
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１１７　　

图８１１　消费者年需求量与商品每千克价格的散点图

从图８１１可以看出，消费者对该商品的年需求量大体上随

着价格的上升而减少，但也有一些例外的情况．例如，价格都是

４百元，但不同年份的需求量分别是３．５千克和３千克，说明在

价格不变的情况下，需求量仍可能发生变化．类似地，价格改

变，需求也可能基本不变．

对例１所示的散点图，从整体上看，所有点都在一条直线的

附近波动，在这种情况下，我们说两个变量之间具有一种线性相

关关系．此时可以用一条直线来拟合这两组数据（图８１１）．

练习８．１（１）

１．若已知下列各组数据，它们是否可以看作成对数据？是否可以进行相关分析？判断

并简要说明理由．

（１）Ａ校学生的身高与Ｂ校学生的体重；

（２）人体内的脂肪含量与体重；

（３）某班学生的物理成绩与数学成绩．

２．《国家学生体质健康标准（２０１４年修订）》中，体能监测包含身高、体重、肺活量、

５０米跑、坐位体前屈、引体向上（女：仰卧起坐）、立定跳远、１０００米跑（女：８００米跑），

据此得到的每项指标都可以按照相应的单项指标评分表进行测量和计分，分别得到相应的

数据．

（１）这些数据中的任意两组是否都可以作为成对数据进行相关分析？

（２）依据你的经验，哪两组数据的相关程度可能最高？哪两组数据的相关程度可能最

低？如何通过统计方法检验你的判断？

　　散点图中的点和

必修课程第１３章中一

样，用小方块“◆”或

“”表示．
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１１８　　

３．某市１０４路公交车上午７：０５—８：５５时段在起点站每９分钟发一班次．公交公司为

了了解早高峰时段各班次上客情况，某日上午７：１４—８：３５记录了在起点站各班次车辆上

客的人数：

发车时刻 ７：１４ ７：２３ ７：３２ ７：４１ ７：５０ ７：５９ ８：０８ ８：１７ ８：２６ ８：３５

上车乘客数／人 １０ １３ １３ １８ １７ １５ １２ ９ ３ ３

请绘制这组成对数据的散点图，并通过观察散点图大致判断客车发车时刻与上车乘客

人数之间的相关性．

２ 相关系数

从本节例１可以看出，一些成对数据具有明显的相关性，且

在绘制出散点图后可以用一条直线进行拟合，也就是说具有线性

相关性．在这种情况下，我们如何进一步描述成对数据的线性相

关程度呢？

设由变量狓和狔获得的两组数据分别为狓犻和狔犻（犻＝１，２，…，

狀），其对应关系如表８２所示．

表８２

变量狓 狓１ 狓２ 狓３ 狓４ 狓５ 狓６ … 狓狀

变量狔 狔１ 狔２ 狔３ 狔４ 狔５ 狔６ … 狔狀

两组数据狓犻和狔犻的线性相关系数（ｌｉｎｅａｒｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ）是

度量两个变量狓与狔之间线性相关程度的统计量，其计算公式为

狉＝
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２∑
狀

犻＝１

（狔犻－狔）槡
２

． 　 ①

其中，狓＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狓犻，狔＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狔犻，它们分别是这两组数据的算术

平均数．
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线性相关系数常常简称为相关系数（ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ），

也称为皮尔逊相关系数（Ｐｅａｒｓｏｎｓｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ）．相关

系数计算公式的推导过程比较复杂，这里不予涉及．一般情况

下，只需要把两组数据输入计算机或计算器，有很多软件可以帮

助我们进行这一计算．

可以证明，相关系数狉的值满足｜狉｜≤１．｜狉｜越接近１，

两个变量的线性相关程度越高；｜狉｜越接近０，两个变量的线

性相关程度越低．狉＞０时，当狓的值由小变大，狔 的值具有

由小变大的变化趋势，称这种相关为正相关；狉＜０时，当狓

的值由小变大，狔 的值具有由大变小的变化趋势，称这种相

关为负相关．

相关系数狉描述的是两个变量之间线性关系的方向与程度，

是一种定量分析的方法．相关系数具有以下特点：

（１）相关系数的计算公式关于狓和狔这两个变量是对称的．

画散点图时，不论以哪个变量作为横轴（纵轴），所得的相关系数

都一样．

（２）两个变量的相关系数与这两个变量的单位无关．例如，

在计算身高与体重的相关系数时，身高单位不管取“米”还是“厘

米”，相关系数的结果都一样．

（３）与平均数和标准差一样，相关系数不仅会受到数据量多

少的影响，也会受到少数异常值较大的影响．

例２　为了解某市高中男生身高与体重的关系，随机抽取

５所高中学校，并获得这些学校全部男生的身高（单位：ｃｍ）

与体重（单位：ｋｇ）的数据．为了减少篇幅，从中随机选取１０

名高中男生的身高与体重的数据，如表８３所示．试根据表

中数据绘制散点图，计算相关系数并判断学生身高与体重的

相关程度．

表８３　１０名高中男生的身高与体重

编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

身高／ｃｍ １７４ １７６ １７６ １８１ １８２ １７９ １６９ １６８ １７１ １８０

体重／ｋｇ ５５ ５８ ６２ ７４ ８８ ６８ ５４ ５２ ５６ ８６

　　不等式｜狉｜≤１
的证明不作要求，本
节的课后阅读“相关
系数的几何意义”将
给出直观的解释．

　　用相关系数来描

述两个随机变量的相

关性，一般要求这两
个变量均满足正态分

布．
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１２０　　

解　将表８３中的数据输入计算机电子表格办公软件的工作簿，

先选中身高与体重两行（或两列）数据，再选择插入统计图中的散点

图，选择图形样式，就完成了散点图的绘制，如图８１２所示．

图８１２　１０名高中男生身高与体重的散点图

从图８１２中可以看出，总体上来说，样本学生的身高和体

重之间具有明显的相关性，个子高的学生往往更重一些．

为了计算相关系数，我们把表中的两组数据代入本节公式

①，通过计算机或计算器算得狉≈０．８７３．这说明样本学生的身高

与体重之间具有很高的相关性．

练习８．１（２）

１．用经过匿名处理的本班同学最近一次期中或期末测验的各科成绩表，考察不同科目

测验成绩之间的相关性．

２．为了研究豆类脂肪含量与其产生的热量的关系，选取了５种豆类进行实验测定．下

面是０．１ｋｇ豆类中脂肪含量（单位：ｋｇ）与相应热量（单位：ｋＪ）的对照表．

豆类 黄豆 豇豆 青毛豆 豌豆（鲜） 四季豆

脂肪含量／ｋｇ ０．０１８４ ０．０００２ ０．００５７ ０．０００３ ０．０００４

热量／ｋＪ １７２６ １０８ ５２７ ３３６ １３０

　　（１）根据表中的数据绘制散点图；

（２）观察散点图的趋势，如果能看成线性关系，请在图中画出一条直线来近似地表示

这种关系，并计算豆类脂肪含量与热量的相关系数．

　　在本例中，若删
去一组数据（１８２，８８），
则相关系数变为０．８４４；
若样本数据中身高为

１８２ｃｍ的学生体重为

５８ｋｇ，则相关系数变
为０．６８４．

　　用计算机或计算

器算得数值的小数

位数较多，在统计应
用中可根据需要进行

取舍．
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１２１　　

习题８．１　 　

　犃组

１．计算例１中商品每千克价格与年需求量之间的相关系数．

２．必修课程第１３章中曾给出Ａ校６６名高一年级学生身高（单位：ｃｍ）与体重（单位：

ｋｇ）的数据，见下表．试计算它们的相关系数．

性别 身高／ｃｍ 体重／ｋｇ 性别 身高／ｃｍ 体重／ｋｇ 性别 身高／ｃｍ 体重／ｋｇ

女 １５２ ４６ 女 １６４ ５２ 男 １７２ ９２

女 １５３ ４７ 男 １６５ ５４ 男 １７２ ６４

女 １５４ ６３ 男 １６５ ６０ 女 １７２ ６９

女 １５５ ５０ 男 １６５ ４８ 男 １７３ ７５

女 １５６ ４８ 女 １６５ ５１ 男 １７３ ７２

女 １５６ ５０ 女 １６５ ５５ 男 １７４ ５５

女 １５６ ５１ 女 １６５ ５８ 男 １７４ ５６

女 １５７ ５１ 女 １６５ ６３ 男 １７４ ６３

女 １５７ ５０ 男 １６６ ６４ 男 １７４ ７４

女 １５９ ４９ 男 １６７ ５４ 男 １７５ ５３

女 １５９ ５１ 男 １６７ ５２ 男 １７６ ６４

女 １６０ ４７ 男 １６７ ５３ 男 １７６ ６０

女 １６０ ６２ 女 １６７ ６９ 男 １７７ ６３

女 １６０ ５０ 女 １６７ ６１ 男 １７７ ７５

女 １６０ ６３ 男 １６８ ９７ 男 １７８ ６２

女 １６１ ５３ 女 １６８ ６０ 男 １７８ ６０

女 １６２ ８４ 女 １６８ ４４ 男 １７８ ７３

女 １６３ ６６ 男 １７０ ５３ 男 １７８ ６８

女 １６３ ５３ 男 １７０ ５４ 男 １７９ ７８

女 １６４ ６３ 男 １７０ ５７ 男 １８１ ８０

女 １６４ ６８ 男 １７０ ４７ 男 １８２ ９２

女 １６４ ５２ 男 １７０ ６９ 男 １８４ ７８
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１２２　　

３．某公司为研究工人操作熟练程度对产品合格率的影响，随机抽取１５名工人进行调

查，得到如下数据：

工人编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

操作熟练程度／％ ７．６ １５．２ ３７．９ ４５．５ ７．６ ０．０ １５．２ ７５．８

产品合格率／％ ５０ ５５ ６８ ７５ ５２ ３０ ５５ ９０

工人编号 ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ ／

操作熟练程度／％ ９０．９ ６０．６ ７．６ １５．２ ３７．９ ４５．５ ９８．５ ／

产品合格率／％ ９２ ８０ ５８ ６０ ７０ ８０ ９５ ／

试计算工人操作熟练程度与产品合格率的相关系数．

４．为判断能不能用气温推测海水表层温度，收集了某沿海地区的气温和海水表层温度

（单位：℃）的统计数据，如下表所示．

气温／℃ 海水表层温度／℃ 气温／℃ 海水表层温度／℃

１３．９ ９．４ ３１．１ ２８．３

１５．０ １０．６ ３１．１ ２６．７

１８．３ １３．３ ２８．９ ２５．０

２３．９ １８．９ ２３．９ ２２．２

２７．２ ２１．７ ２０．０ １５．６

３０．０ ２５．６ １５．０ １０．０

试计算气温与海水表层温度的相关系数．

　犅组

１．如果两种证券在一段时间内收益数据的相关系数为正数，那么表明 （　　）

Ａ．两种证券的收益之间存在完全同向的联动关系，即同时涨或同时跌；

Ｂ．两种证券的收益之间存在完全反向的联动关系，即涨或跌是相反的；

Ｃ．两种证券的收益有同向变动的倾向；

Ｄ．两种证券的收益有反向变动的倾向．

２．据说职工迟到的频率与其居住地离上班地点的远近有关．为验证这个说法，一位社

会学家随机抽取１０名职工进行了调查，其调查数据如下表所示．
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１２３　　

职工编号 年迟到次数／次 住地远近／ｋｍ 职工编号 年迟到次数／次 住地远近／ｋｍ

１ ８ １．１ ６ ３ １０．１

２ ５ ２．９ ７ ５ １２．０

３ ８ ４．０ ８ ２ １４．３

４ ７ ５．９ ９ ４ １４．１

５ ６ ８．２ １０ ２ ７．８

试计算职工年迟到次数与住地远近之间的相关系数．

３．下表是某国家由１８支足球队参加的职业联赛（比赛采用双循环制，得分计算方法

为：每场赛事胜方得３分，负方得０分，平局双方各得１分）的各队积分和射门次数，求

这１８支球队的积分与射门次数的相关系数．

足球队 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｆ Ｇ Ｈ Ｉ

积分 ５１ ６４ ６２ ５３ ４７ ４３ ４４ ４２ ４６

射门次数 ４１８ ５０９ ４８５ ４２５ ４５２ ４２５ ３９３ ３５０ ３７５

足球队 Ｊ Ｋ Ｌ Ｍ Ｎ Ｏ Ｐ Ｑ Ｒ

积分 ４３ ５０ ３５ ４０ ４０ ３２ ４１ ２６ ３２

射门次数 ４２８ ４１５ ３６３ ３７２ ３７７ ２７１ ３９５ ３０６ ３５７

课后阅读　 　

相关系数的几何意义

　　观察相关系数狉的计算公式

狉＝
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２∑
狀

犻＝１

（狔犻－狔）槡
２

， ①

你是否觉得似曾相识？

在学习向量时，我们曾经给出过两个向量的夹角公式．下面以空间向量为例，来看看

两个空间向量的夹角公式与公式①的联系．设珝狓＝狓１，狓２，狓３（ ），珗狔＝狔１，狔２，狔３（ ），那么它

们夹角的余弦为
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８
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１２４　　

ｃｏｓ〈珝狓，珗狔〉＝
狓１狔１＋狓２狔２＋狓３狔３

狓２１＋狓
２
２＋狓

２
３（ ）狔２１＋狔２２＋狔２３（ ）槡

＝
∑
３

犻＝１

狓犻狔犻

∑
３

犻＝１

狓２犻∑
３

犻＝１

狔
２

槡 犻

．

从结构上看，这两个公式是一样的．如果把两组数据狓犻、狔犻（犻＝１，２，…，狀）看作两

个狀维向量珝狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）、珗狔＝（狔１，狔２，…，狔狀），并记由这两组数据的平均数构成的

两个狀维向量分别是 ＝（狓，狓，…，狓）及 ＝（狔，狔，…，狔），那么比较公式①和向量的夹角

公式可以发现：狉＝ｃｏｓ〈珝狓－ ，珗狔－ 〉，这说明相关系数狉其实就是两个向量珝狓－ 与

珗狔－ 的夹角的余弦值．余弦值越接近１或－１，意味着这两个向量越接近平行，散点图中

的点更多地落在同一条直线的附近，说明这两组数据的变化方向接近相同或相反，正相关

或负相关的程度越高；余弦值越接近０，意味着这两个向量越接近垂直，表示这两组数据

的相关程度越低．此外，两组数据狓犻、狔犻（犻＝１，２，…，狀）之所以分别减去各自的平均

数，相应地得到差向量珝狓－ 与珗狔－ ，从几何上看是在作一个平移变换，而用统计学的说

法，则相应于做了一个数据中心化的处理．
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８．２　　　一元线性回归分析

１２５　　

８．２　　
一元线性回归
分析

１ 一元线性回归分析的基本思想

对于一组有某种线性关系的成对数据，上一节介绍的相关系

数分析了数据之间线性关系的方向与程度．但有时我们还需要进

一步了解其中一个变量随另一个变量变化的大致情况．更准确地

说，我们要找到关联两个变量的一个线性方程，使得在平面直角

坐标系上数据所确定的点尽可能地“贴近”方程所定义的直线．

先回到本章８．１节的例１．为了找一条直线去“贴近”数据散

点图（图８１１）中的各点，甲、乙两名同学分别给出了线性方程：

甲：狔＝－０．５狓＋５．０，

乙：狔＝－０．４狓＋４．５．

我们在散点图上把这两个线性方程所定义的直线绘制出来，如图

８２１所示，其中红色直线是甲的方程所定义的，蓝色直线是乙

的方程所定义的．

图８２１

凭直觉我们很难断定哪条直线与数据点贴近得更好．

至此，我们会提出问题：（１）有没有明确的标准来衡量直线

与数据点的贴近程度？（２）如果有这样的标准，如何找出在此标
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８
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１２６　　

准下最佳的直线？

要解决这两个问题，可以用下面介绍的回归分析的方法．

一般地，设给定一组有线性相关关系的成对数据（狓１，狔１）、

（狓２，狔２）、…、（狓狀，狔狀）和一个线性方程（或称线性模型）

狔＝犪狓＋犫． ①

如何描述数据与此线性方程的贴近度呢？

当变量狓取值狓犻（犻＝１，２，…，狀）时，令^狔犻＝犪狓犻＋犫，它

是变量狔与狓犻对应的理想值．但数据中的狔犻与狔^犻不一定相同，

它们的差狔犻－^狔犻称为在狓犻处的离差（ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ），当狔犻－^狔犻≥０

时称为正离差，而当狔犻－^狔犻＜０时称为负离差．显然，离差直观

地描述了单对数据与线性方程①的贴近度．

由于离差可正可负，考虑数据整体与线性方程①的贴近度

时，不能简单地用离差的代数和作为指标．我们可以像计算方差

那样，用离差的平方和

犙＝∑
狀

犻＝１

（狔犻－^狔犻）２

来刻画直线与点之间的拟合程度．犙 称为拟合误差（ｆｉｔｔｉｎｇ

ｅｒｒｏｒ），它是一个很好的描述数据与线性方程①贴近度的指标．

我们把拟合误差取得最小值时得到的线性方程（线性模型）记为

狔＝^犪狓＋^犫， ②

并称之为变量狔随狓波动的回归方程（ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ）或回归

模型（ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｍｏｄｅｌ），其中自变量狓称为解释变量（ｅｘｐｌａｎａｔｏｒｙ

ｖａｒｉａｂｌｅ），因变量狔称为反应变量（ｒｅｓｐｏｎｓｅｖａｒｉａｂｌｅ）．回归方程所

定义的直线称为回归直线（ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｌｉｎｅ），回归方程的系数（或称

回归模型的参数）^犪与犫^称为回归系数（ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ）．由

一组有某种线性关系的成对数据求其回归方程的方法称为一元线

性回归分析（ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ）．

回归系数犪^ 与^犫的计算公式如下：

犪^＝
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２
＝
∑
狀

犻＝１

狓犻狔犻－狀狓狔

∑
狀

犻＝１

狓犻
２－狀狓２

，

犫^＝狔－^犪狓＝
∑
狀

犻＝１

狔犻－^犪∑
狀

犻＝１

狓犻

狀
，

烅

烄

烆

③
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８．２　　　一元线性回归分析

１２７　　

其中狓与狔分别是数据狓犻与狔犻（犻＝１，２，…，狀）的算术平均值，

数对（狓，狔）称为样本点的中心．

公式③的一个初等的推导过程在本节的课后阅读中介绍．回

归系数犪^ 与^犫的值只与给定的数据有关，而与回归分析过程中初

始选择的线性模型无关．

有了回归系数^犪与^犫，代入方程②就得到了这一组成对数据的回

归方程．这样，我们对本节开头提的两个问题都有了明确的答案．

我们的回归分析是基于犙 取最小值的假设，即基于所有离

差的平方和取最小值的假设进行的．这种回归分析的方法称为最

小二乘法（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ），由最小二乘法导出的估计量称为最小

二乘估计量，所得到的回归系数犪^ 与^犫又称为模型参数犪与犫的

最小二乘估计（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｅｓｔｉｍａｔｅ）．

在解决具体问题时，如果数据量不大，可以用上面的公式直

接计算出回归系数犪^ 与^犫，进而得出回归方程．如果数据量大，

就要借助统计软件，通过计算机或计算器来实现这一过程了．

下面我们针对本章８．１节中的例１来求回归方程，并理解回

归直线与观察值之间的关系．

依据表８１给出的某种商品“年需求量”（狔）与“每千克价格”

（狓）之间的一组观察数据以及所得到的散点图８１１，我们已经知道

这两个变量形成的数据点大致分布在一条直线的附近，即“年需

求量”（狔）与“每千克价格”（狓）大致呈线性关系，因而可以用线性

回归方程来刻画它们之间的数量关系．用回归系数的计算公式可

求得
犪^≈－０．４１３，

犫^≈４．４９５，
烅
烄

烆

于是所求的回归方程为

狔＝－０．４１３狓＋４．４９５，

这个方程所定义的直线即这组数据的回归直线，它是给定数据点

的最佳拟合直线．

由回归方程，我们可以算出每个狓犻对应的计算值^狔犻（结果精

确到０．１），列表８４如下：

表８４

狓 ４．０ ４．０ ４．６ ５．０ ５．２ ５．６ ６．０ ６．６ ７．０ １０

狔 ３．５ ３．０ ２．７ ２．４ ２．５ ２．０ １．５ １．２ １．２ １．０

狔^ ２．８ ２．８ ２．６ ２．４ ２．３ ２．２ ２．０ １．８ １．６ ０．４

离差狔犻－^狔犻 ０．７ ０．２ ０．１ ０．０ ０．２ －０．２－０．５－０．６－０．４ ０．６

　　从回归系数公式

③可以看出，回归直
线经过样本点的中心

（狓，狔），也就是散点
图中数据点的中心．
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１２８　　

据此可进一步算出拟合误差犙＝ ∑
１０

犻＝１

（狔犻－狔^犻）
２

＝０．７２＋

０．２２＋０．１２＋０．０２＋０．２２＋（－０．２）２＋（－０．５）２＋（－０．６）２＋

（－０．４）２＋０．６２＝１．７５．它当然是这组数据的线性拟合中拟合

误差所能达到的最小值．

有了上述准备，现在我们就能判断本节开始时学生甲和乙给

出的线性方程哪个更贴近所给的数据点了．学生乙所给的方程实际

上是系数精确度不同的回归方程，如果用这个方程来制作表８４，

只会出现一些由数据精确度不同引起的小误差；学生甲所给的方

程与回归方程有本质的差别．

练习８．２（１）

１．将学生甲所给的线性方程狔＝－０．５狓＋５．０作为本章８．１节例１数据的线性拟合，

计算各数据点的离差，再计算拟合误差．把结果与表８４的数据相比较，说说你对“最佳

拟合”有什么新的理解和体会．

２．两个变量狓与狔之间的回归方程 （　　）

Ａ．表示狓与狔之间的函数关系；　　

Ｂ．表示狓与狔之间的不确定关系；

Ｃ．反映狓与狔之间的真实关系；

Ｄ．是反映狓与狔之间的真实关系的一种最佳拟合．

３．用最小二乘法求回归方程是为了使 （　　）

Ａ．∑
狀

犻＝１

（狔犻－狔）＝０；　　　　　　　Ｂ．∑
狀

犻＝１

（狔犻－^狔犻）＝０；

Ｃ．∑
狀

犻＝１

（狔犻－^狔犻）最小；　　 Ｄ．∑
狀

犻＝１

（狔犻－^狔犻）２最小．

２ 一元线性回归分析的应用举例

例１　依据本章８．１节例２中某市高中男生身高与体重

的抽样数据，运用电子表格办公软件求“体重”（狔）关于“身

高”（狓）的回归方程．

解　将表８３中的数据输入工作簿，然后选择“插入图表”，

再选择“散点图”，则自动生成如下的散点图（图８２２）．

　　如果两组数据之

间的相关系数很小，
根据公式求回归系数

还有意义吗？
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８．２　　　一元线性回归分析

１２９　　

图８２２

　　在数据点上单击右键，选择“添加趋势线”－“线型”，并在“趋

势线选项”标签中要求给出公式，可以得到回归直线（图８２３）．

图８２３

　　图８２３中标明了所求的回归方程为：狔＝２．３１１狓－３４０．５０４．

根据所得的回归方程，对于身高１７８ｃｍ的男生，可以预测

其体重为２．３１１×１７８－３４０．５０４＝７０．８５４（ｋｇ）．

从上述例子可以看出，建立一元线性回归模型的一般步骤

如下：

（１）确定研究对象，从一组数据出发，根据实际问题，明确

哪个变量是自变量，哪个变量是因变量；

（２）对确定的自变量和因变量，绘制相应的散点图，观察它

们之间的关系（如是否存在线性关系等）；

（３）若观察到数据呈线性关系，则选用线性方程狔＝犪狓＋犫；

（４）利用最小二乘法估计线性方程中的参数犪、犫，得到回
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１３０　　

归方程狔＝^犪狓＋^犫；

（５）得出结果后计算离差，采用统计方法检验模型是否合适

（这一步本书不作要求）；

（６）利用所求的回归方程进行预测．

相关分析和回归分析作为处理成对数据的两种基本统计方

法，它们之间有如下联系与区别：

（１）相关分析主要测定变量之间相关性的强弱和变化方向，

而回归分析则是在相关分析的基础上建立回归模型，定量地描述

变量间具体的变动关系．只有在两组变量具有线性相关性时，才

作线性回归分析，得到回归直线．

（２）在相关分析中，两个变量的地位是对等的；而在回归分

析中，要考察的是一个变量随另一个变量的变化趋势，其中自变

量是解释变量，因变量是反应变量．

（３）回归分析具有因果分析和预测的功能，可以分析反应变

量受解释变量的影响程度，也可以通过回归方程求得反应变量的

计算值来估计其他同类的观察值．

（４）在相关分析中，一般要求两个变量的总体都满足正态分

布；而在回归分析时，一般只要求反应变量的总体满足正态分布．

除了具有线性关系的散点图以外，线性回归分析还可以处理

呈指数分布性状的数据分布．表８５是１９９９年至２０１８年我国国内

游客数量（单位：万人次）的统计表，图８２４是根据这些数据所

作的散点图．从图上可以看出年份与游客人数之间不是线性关系，

而是有明显的指数增长的性状．

表８５

年份 １９９９ ２０００ ２００１ ２００２ ２００３ ２００４ ２００５

国内游客数量／

万人次
７１９００７４４００７８４００８７８００８７０００１１０２００１２１２００

年份 ２００６ ２００７ ２００８ ２００９ ２０１０ ２０１１ ２０１２

国内游客数量／

万人次
１３９４００１６１０００１７１２００１９０２００２１０３００２６４１００２９５７００

年份 ２０１３ ２０１４ ２０１５ ２０１６ ２０１７ ２０１８ ／

国内游客数量／

万人次
３２６２００３６１１００４０００００４４４０００５０００００５５３９００ ／
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１３１　　

图８２４

为了建立这组数据的拟合模型，我们将国内游客数量（方便

起见记为犖，单位：万人次）取自然对数ｌｎ犖，可得到表８６．

表８６

年份（犢） １９９９ ２０００ ２００１ ２００２ ２００３ ２００４ ２００５

犖 ７１９００ ７４４００ ７８４００ ８７８００ ８７０００ １１０２００１２１２００

ｌｎ犖 １１．１８ １１．２２ １１．２７ １１．３８ １１．３７ １１．６１ １１．７１

年份（犢） ２００６ ２００７ ２００８ ２００９ ２０１０ ２０１１ ２０１２

犖 １３９４００ １６１０００ １７１２００ １９０２００ ２１０３００ ２６４１００２９５７００

ｌｎ犖 １１．８５ １１．９９ １２．０５ １２．１６ １２．２６ １２．４８ １２．６０

年份（犢） ２０１３ ２０１４ ２０１５ ２０１６ ２０１７ ２０１８ ／

犖 ３２６２００ ３６１１００ ４０００００ ４４４０００ ５０００００ ５５３９００ ／

ｌｎ犖 １２．７０ １２．８０ １２．９０ １３．００ １３．１２ １３．２２ ／

对表８６中的变量犢（年份）和ｌｎ犖 绘制散点图（图８２５）．

图８２５

从图８２５中可以看出各数据点之间呈线性关系，于是我们

作线性回归分析，求得犢与ｌｎ犖 之间的线性拟合ｌｎ犖＝犪犢＋犫．

最终我们得到

犖＝ｅ犪犢＋犫＝ｅ犫ｅ犪犢＝犮ｅ犪犢，

其中犮＝ｅ犫是一个常数．
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１３２　　

相关分析和回归分析都是处理变量与变量之间关系的重要统

计方法，在大数据时代更具有广泛的应用．

练习８．２（２）

１．某公司为了解用电量狔（单位：ｋＷ·ｈ）与气温狓（单位：℃）之间的关系，随机统计

了４天的用电量与当天气温，并制作了如下对照表：

气温狓／℃ １８ １３ １０ －１

用电量狔／（ｋＷ·ｈ） ２４ ３４ ３８ ６２

由表中数据可得回归方程狔＝犪狓＋犫中犪^＝－２，试预测当气温为－４℃时，用电量约

为　　　ｋＷ·ｈ．

２．用计算器或计算机软件建立下列观测数据的回归方程：

狓犻 ７０ １１５ １３０ １９０ １９５ ４００ ４５０

狔犻 １．１０ １．００ ０．８５ ０．７５ ０．８５ ０．６７ ０．５０

３．为了研究长江口滨海湿地乡土植物芦苇高度（单位：ｃｍ）与干重（单位：ｇ）之间的关

系，观察芦苇高度与干重的数据（见下表），其中干重为植物收获并烘干到一定标准后的质

量．试建立芦苇干重关于芦苇高度的回归方程．

编号 高度／ｃｍ 干重／ｇ 编号 高度／ｃｍ 干重／ｇ

１ １３６ １５．０１ １３ １４７ １６．８７

２ １３６ １４．８８ １４ １５０ １７．１３

３ １３５ １５．１２ １５ １４８ １７．２６

４ １３８ １４．９９ １６ １５０ １８．１３

５ １３９ １５．５４ １７ １４９ １７．６６

６ １３８ １５．２４ １８ １５２ １７．８４

７ １４１ １５．６８ １９ １５１ １８．１７

８ １４３ １５．８８ ２０ １５４ １８．３６

９ １４２ １８．１６ ２１ １５５ １７．９５

１０ １４４ １６．３３ ２２ １５５ １８．６５

１１ １４８ １５．９９ ２３ １５７ １８．８９

１２ １４６ １６．５７ ２４ １５６ １９．２６
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１３３　　

习题８．２　 　

　犃组

１．下表中是某家庭２００９年至２０１８年电费开支的情况，设年电费开支为狔（单位：

元），试建立年份狓与狔的回归方程．

年份狓 ２００９ ２０１０ ２０１１ ２０１２ ２０１３ ２０１４ ２０１５ ２０１６ ２０１７ ２０１８

电费狔／元 １３２３ １５５２ １６７９ １８５２ １９７５ ２１２９ ２３２７ ２４９４ ２６６７ ２７９１

２．随机抽取８对成年母女的身高数据（单位：ｃｍ），试据此建立母亲身高与女儿身高

的回归方程．

母亲身高狓／ｃｍ １５４ １５７ １５８ １５９ １６０ １６１ １６２ １６３

女儿身高狔／ｃｍ １５５ １５６ １５９ １６２ １６１ １６４ １６５ １６６

　（第３题）

３．某生物学家对白鲸游泳速度与其摆尾频率之间的

关系进行了研究．研究的样本为１９头白鲸，测量其游泳

速度和摆尾频率．白鲸游泳速度的测量单位为每秒向前

移动的身长数（１．０代表每秒向前移动一个身长），而摆

尾频率的测量单位是赫兹（１．０代表每秒摆尾１个来回）．

测量数据如下表所示．

白鲸编号 游泳速度／（Ｌ／ｓ） 摆尾频率／Ｈｚ 白鲸编号 游泳速度／（Ｌ／ｓ） 摆尾频率／Ｈｚ

１ ０．３７ ０．６２ １１ ０．６８ １．２０

２ ０．５０ ０．６８ １２ ０．８６ １．３８

３ ０．３５ ０．６８ １３ ０．６８ １．４１

４ ０．３４ ０．７１ １４ ０．７３ １．４４

５ ０．４６ ０．８０ １５ ０．９５ １．４９

６ ０．４４ ０．８８ １６ ０．７９ １．５０

７ ０．５１ ０．８８ １７ ０．８４ １．５０

８ ０．６８ ０．９２ １８ １．０６ １．５６

９ ０．５１ １．０８ １９ １．０４ １．６７

１０ ０．６７ １．１４ ／ ／ ／
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１３４　　

　　生物学家聚焦的研究问题是“白鲸的摆尾频率依赖于其游泳速度吗”，这里的因变量狔

是摆尾频率，自变量狓是游泳速度．

（１）绘制数据散点图；

（２）建立狓与狔的回归方程．

４．某公司购进一新型设备，为了分配合适的工人操作该设备，进行了操作该设备的工

人工龄（单位：年）与劳动生产率（单位：件／时）之间的相关分析，下表是１２名５～１０年工

龄的工人操作新设备的劳动生产率的试验记录．

工人编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

工龄狓／年 ５ ５ ６ ６ ６ ７ ７ ８ ８ ９ １０ １０

劳动生产率狔／（件／时） ７．１ ７．２ ７．５ ７．５ ７．７ ８．３ ８．６ ９．２ ９．２ １０．０ ９．７ １０．０

试建立工人操作新设备的劳动生产率狔与工龄狓的回归方程．

５．某工厂生产某种产品的月产量（单位：千件）与单位成本（单位：元／件）的数据

如下：

月份 产量狓／千件 单位成本狔／（元／件）

１ ２ ７３

２ ３ ７２

３ ４ ７１

４ ３ ７３

５ ４ ６９

６ ５ ６８

（１）计算产量与单位成本的相关系数；

（２）建立产量与单位成本的回归方程；

（３）若该工厂计划７月份生产７千件该产品，则单位成本预计是多少？

　犅组

１．为了解大学校园附近餐馆的月营业收入 （单位：千元）和该店周围的大学生人数（单

位：千人）之间的关系，抽取了１０所大学附近餐馆的有关数据，如下表所示．
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１３５　　

学生人数狓／千人 ２ ６ ８ ８ １２ １６ ２０ ２０ ２２ ２６

月营业收入狔／千元 ５８ １０５ ８８ １１８ １１７ １３７ １５７ １６９ １４９ ２０２

（１）根据以上数据，建立月营业收入狔与该店周围的大学生人数狓的回归方程；

（２）已知某餐馆周围的大学生人数为１００００人，试对该店月营业收入作出预测．

２．某运动生理学家在一项健身活动中选择了１９位参与者，以他们的皮下脂肪厚度来

估计身体的脂肪含量，其中脂肪含量以占体重（单位：ｋｇ）的百分比表示．得到脂肪含量和

体重的数据如下表所示．其中，参与者１～１０为男性，１１～１９为女性．

参与者编号 体重狓／ｋｇ 脂肪含量狔／％ 参与者编号 体重狓／ｋｇ 脂肪含量狔／％

１ ８９ ２８ １１ ５７ ２９

２ ８８ ２７ １２ ６８ ３２

３ ６６ ２４ １３ ６９ ３５

４ ５９ ２３ １４ ５９ ３１

５ ９３ ２９ １５ ６２ ２９

６ ７３ ２５ １６ ５９ ２６

７ ８２ ２９ １７ ５６ ２８

８ ７７ ２５ １８ ６６ ３３

９ １００ ３０ １９ ７２ ３３

１０ ６７ ２３ ／ ／ ／

（１）分别建立男性和女性体重与脂肪含量的回归方程；

（２）男性和女性合在一起所构成的样本的回归方程为狔＝０．０２１狓＋２６．８８６，其斜率与

（１）中所计算的斜率有差异吗？能否对这种差异进行解释？

（３）计算下列情况下体重与脂肪含量的相关系数：① 男性；② 女性；③ 男女合计．

这些值与（２）中所反映的信息是否一致？

３．（１）完成本节中提供的我国１９９９年至２０１８年国内游客数量与年份关系的回归模

型，并据此模型预测２０２１年我国国内的游客数量（回归系数保留４位小数，游客数量精确

到百万人次）；

（２）查阅２０２１年我国国内实际游客数量，与上述模型预测数据进行比较，并讨论数

据出现偏差的原因．
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１３６　　

课后阅读　 　

一元线性回归系数公式的推导

　　在这个阅读材料中，我们将用初等的方法推导本节中所介绍的回归系数公式③．

先回顾我们的问题．设有一组成对的数据（狓１，狔１）、（狓２，狔２）、…、（狓狀，狔狀）和一个狔

与狓的线性关系狔＝犪狓＋犫．对给定犻（犻＝１，２，…，狀），令^狔犻＝犪狓犻＋犫．我们要“优化”线

性关系，使离差狔犻－^狔犻的平方和（即拟合误差）

犙＝∑
狀

犻＝１

（狔犻－^狔犻）２

达到最小值．满足这个条件的线性关系是拟合数据的最佳选择．

为了找到最佳的线性关系，我们从略微不同的角度考察拟合误差．把拟合误差改写成

犙＝∑
狀

犻＝１

（狔犻－犪狓犻－犫）２．

由于数据（狓犻，狔犻）（犻＝１，２，…，狀）是给定的，故犙是犪、犫的二元函数．于是问题化为：

求变量犪、犫的最小二乘估计犪^、^犫，使函数值达到最小．

令狓＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狓犻与狔＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狔犻分别是数据狓犻与狔犻（犻＝１，２，…，狀）的算术平均值，则

　（狔犻－犪狓犻－犫）２

＝ （狔犻－狔）＋狔－（犪狓＋犫）［ ］－犪（狓犻－狓）｛ ｝２

＝（狔犻－狔）２＋狔－（犪狓＋犫）［ ］２＋犪２（狓犻－狓）２－２犪（狓犻－狓）（狔犻－狔）

　＋２狔－（犪狓＋犫）［ ］（狔犻－狔）－２犪狔－（犪狓＋犫）［ ］（狓犻－狓）．

因为∑
狀

犻＝１

狓犻＝狀狓，所以∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）＝∑
狀

犻＝１

狓犻－狀狓＝０；同理∑
狀

犻＝１

（狔犻－狔）＝０．这样，把上式

对犻从１到狀求和，其最后两项所对应的和式都是０．于是，

犙＝∑
狀

犻＝１

（狔犻－狔）２＋狀 狔－（犪狓＋犫）［ ］２＋犪２∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２－２犪∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

＝∑
狀

犻＝１

（狔犻－狔）２＋狀 狔－（犪狓＋犫）［ ］２＋∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２ 犪－
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２

熿

燀

燄

燅

２

　　－
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）［ ］２

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２
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１３７　　

≥∑
狀

犻＝１

（狔犻－狔）２－
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）［ ］２

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２
．

所以，当

犪＝
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２
，狔＝犪狓＋犫

时，犙取得最小值

∑
狀

犻＝１

（狔犻－狔）２－
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）［ ］２

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２
．

亦即，我们求得了模型参数的最小二乘估计

犪^＝
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２
＝
∑
狀

犻＝１

狓犻狔犻－狀狓狔

∑
狀

犻＝１

狓犻
２－狀狓２

，

犫^＝狔－^犪狓＝
∑
狀

犻＝１

狔犻－^犪∑
狀

犻＝１

狓犻

狀
．

烅

烄

烆

这就是本节正文的公式③．

上面推导过程的最后一步配方技巧性较强，不过同学们可以通过展开平方式以验证等

式的成立．

在选择性必修课程第５章中，我们曾用求导的方法求函数的最值．求导方法对解决这

个问题也是有效的，不过问题要远比第５章的情况复杂，因为我们面对的是二元函数，所

要求的是称为“偏导数”的一种更为复杂的导数．粗略地说，针对我们的问题，可以先把犫

看作常数，求函数犙对犪的导数，再把犪看作常数，求函数犙对犫的导数，然后分别令

导数为零，解关于犪、犫的方程组，求得估计值犪^、^犫．有兴趣的同学可以一试．
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成对数据的统计分析

１３８　　

８．３　２×２列联表

１ ２×２列联表独立性检验

在实际问题中经常遇到要证实两类变量是相关的，或者反过

来，证实它们是相互独立的．如何利用取自这两类变量的样本来

判断它们是否相互独立呢？

下面通过案例来加以说明．

某疾病预防中心随机调查了３３９名５０岁以上的公民，研究

吸烟习惯与慢性气管炎患病的关系，调查数据如表８７所示．

问：患慢性气管炎与吸烟是否相互独立？

表８７

不吸烟者 吸烟者 总计

不患慢性气管炎者 １２１ １６２ ２８３

患慢性气管炎者 １３ ４３ ５６

总计 １３４ ２０５ ３３９

表８７对５０岁以上的公民进行了两种分类：按是否吸烟进

行分类及按是否患慢性气管炎进行分类．从是否吸烟的角度来

看，吸烟的公民是一类，不吸烟的公民是另一类，这种变量的不

同“值”表示公民所属的不同类别，这类变量称为分类变量

（ｃａｔｅｇｏｒｉｃａｌｖａｒｉａｂｌｅ）．

在表８７中，两个分类变量分别占两行和两列，形成４

个格子，每个格子中的数据是同时满足所在行列对应类别的

个体的频数．例如，第１行第１列中的数据１２１表示“不吸烟

同时不患慢性气管炎”的样本人数．这些数据都是通过实际调

查得到的，称为观察值．这些观察值形成的２行、２列的频数
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８．３　　　２×２列联表

１３９　　

表格，称为２行×２列列联表，简称２×２列联表，也称为四

格表．

由表８ ７中的数据可以计算其中一个分类变量的不同类别

在另一个分类变量中的百分比．例如，在不吸烟者中，约有

９．７０％患慢性气管炎，而在吸烟者中，约有２０．９８％患慢性气管

炎，两者相差较大．因此，我们可以初步推断：患慢性气管炎可

能与吸烟有关，吸烟者患慢性气管炎的可能性更大．但这种推断

是否具有统计意义呢？我们有多大把握认为患慢性气管炎与吸烟

有关呢？这就需要用到２×２列联表独立性检验方法．

要检验两个随机变量是否有关，统计上一般先假设它们没有

关系，即相互独立，再进行统计检验．这种假设称为原假设（ｎｕｌｌ

ｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ），也称为零假设，习惯上用犎０表示．以上述问题为

例，我们提出的原假设是：

犎０：患慢性气管炎与吸烟没有关系，即它们相互独立．

要检验上述假设，我们需要对２×２列联表（表８７）中的观察

值与预期值进行比较．预期值是当原假设犎０成立时的预期结果．

例如，由表８７可知，总计３３９位样本公民中有５６位患有慢性

气管炎，其百分比为
５６

３３９
×１００％≈１６．５２％．假设患慢性气管炎

与吸烟没有关系，那么２０５位吸烟者中应该有２０５×１６．５２％≈

３３．８７位患有慢性气管炎，这里的３３．８７就是原假设犎０成立时

计算得到的预期值．我们把这样计算得到的所有预期值与观察值

建立表格，就得到表８８．

表８８

不吸烟者 吸烟者

观察值 预期值 观察值 预期值

不患慢性气管炎者 １２１ １１１．８６ １６２ １７１．１３

患慢性气管炎者 １３ ２２．１４ ４３ ３３．８７

为了描述观察值与预期值之间的总体偏差，我们引入统计

量χ
２：

　χ
２
＝∑

（观察值－预期值）２

预期值

　　在实际应用中，
跟原假设相对立的假

设，称为备择假设，
记作 犎１．在本例中，

备择假设犎１是：患慢

性气管炎与吸烟有关．
通常备择假设可略而

不写．
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１４０　　

＝
（１２１－１１１．８６）２

１１１．８６
＋
（１６２－１７１．１３）２

１７１．１３
＋
（１３－２２．１４）２

２２．１４

　＋
（４３－３３．８７）２

３３．８７

≈７．４６８．

χ
２的值越大，说明表８８中观察值与预期值的总体偏差越

大，原假设成立的可能性就越小．那么究竟χ
２多大时，我们才

可以拒绝原假设呢？这涉及χ
２分布．通过查阅χ

２分布概率表，

可以得到χ
２值超过某些界限的概率．例如，

犘（χ
２
≥６．６３５）≈０．０１，

犘（χ
２
≥５．０２４）≈０．０２５，

犘（χ
２
≥３．８４１）≈０．０５，

犘（χ
２
≥２．７０６）≈０．１．

以犘（χ
２
≥３．８４１）≈０．０５为例，其含义是：如果原假设成立，

那么χ
２
≥３．８４１成立的概率约为０．０５．这是一个小概率事件，不

太可能发生．由于在本例中，χ
２
≈７．４６８＞３．８４１，因此我们可以

推断原假设“患慢性气管炎与吸烟没有关系”成立的可能性小于

５％．或者说，我们有９５％的把握认为患慢性气管炎与吸烟有关．

为了计算方便，我们给出２×２列联表χ
２检验的计算公式：

设有两组分类数据Ａ、Ｂ，每组数据的两种状态分别用０和

１表示（如Ａ组是“不吸烟者”，Ｂ组是“吸烟者”；用“０”表示“不

患慢性气管炎者”，用“１”表示“患慢性气管炎者”），则可得到下

面的２×２列联表（表８９）：

表８９　两组分类变量的２×２列联表

Ａ组 Ｂ组 总计

０ 犪 犫 犪＋犫

１ 犮 犱 犮＋犱

总计 犪＋犮 犫＋犱 犪＋犫＋犮＋犱

其中，犪、犫、犮、犱为实际观察值．

由χ
２
＝∑

（观察值－预期值）２

预期值
，经过变形可得χ２的一般计

算公式

　　０．０５、０．０１等小
概率值在统计上称为

显著性水平，记作α．
方便起见，本书的显
著性水平规定为０．０５．

　　虽然小概率事件

发生的概率很小，但
在统计上由于小概率

事件发生而作出拒绝

原假设的推断还是有

风险的．显著性水平

为０．０５，可以理解为
错误拒绝的概率不超

过０．０５．
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１４１　　

χ
２
＝

狀（犪犱－犫犮）２

（犪＋犫）（犮＋犱）（犪＋犮）（犫＋犱）
． ①

其中，狀＝犪＋犫＋犮＋犱．

该公式的证明留作习题．

本例所用的χ
２检验方法在统计学中称为２×２列联表独立性

检验（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｔｅｓｔｉｎｃｏｎｔｉｎｇｅｎｃｙｔａｂｌｅ）．

从上面的例子可以看出，２×２列联表独立性检验通常有如

下步骤：

（１）提出两个随机变量没有关系的原假设犎０．

（２）确定显著性水平α，本书中规定α＝０．０５，也即犘（χ
２
≥

３．８４１）≈０．０５．

（３）计算统计量χ
２的值．

（４）统计决断：比较上述χ
２值与３．８４１的大小，若χ

２值≥

３．８４１，则拒绝（或否定）犎０；若χ
２值＜３．８４１，则不能拒绝（或否

定）犎０，即接受犎０．根据上述推断作出结论．

练习８．３（１）

某初中调查了该校１０００名初三学生最近一次数学测试成绩与课堂注意力表现情况，

得到下表：

数学成绩≥８０分 数学成绩＜８０分 总计

上课注意力集中 ４１８ ２７９ ６９７

上课注意力不集中 ４３ ２６０ ３０３

总计 ４６１ ５３９ １０００

请根据表中提供的数据判断：上课注意力集中与否对学习成绩有影响吗？

２ 独立性检验的具体应用

为了研究两个因素是否相互影响，常常要用到独立性

检验．

例１　为了研究色盲与性别是否有关，随机抽取４８０位男

性和５２０位女性，测得他们是否为色盲的数据如表８１０所示．
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１４２　　

表８１０　男女色盲分布列联表

男性 女性 总计

正常 ４４２ ５１４ ９５６

色盲 ３８ ６ ４４

总计 ４８０ ５２０ １０００

问：色盲与性别是否有关？

解　把性别作为一个分类变量，把是否为色盲作为另一个分

类变量，问题为判断色盲与性别是否有关，因此可采用２×２列

联表独立性检验．

（１）提出原假设犎０：色盲与性别无关．

（２）确定显著性水平α＝０．０５．

（３）计算χ
２的值，直接把表８１０中的数据代入χ

２的计算

公式①，其中犪＝４４２，犫＝５１４，犮＝３８，犱＝６，狀＝犪＋犫＋犮＋犱＝

１０００，犪＋犫＝９５６，犮＋犱＝４４，犪＋犮＝４８０，犫＋犱＝５２０，可得

χ
２
＝
１０００×（４４２×６－５１４×３８）２

９５６×４４×４８０×５２０
≈２７．１３９．

（４）统计决断：由犘（χ
２
≥３．８４１）≈０．０５，而２７．１３９＞３．８４１，

χ
２的值超过了α所确定的界限，从而否定原假设，即判定色盲

与性别有关．

例２　一次语文测验，王老师所任教的甲、乙两个班级的

成绩情况如表８１１所示．

表８１１

甲班 乙班 总计

优秀 １５ １３ ２８

不优秀 ２０ １８ ３８

总计 ３５ ３１ ６６

根据表８１１的数据，判断甲、乙两个班级语文测验的成绩

是否有显著差异．

解　把班级作为一个分类变量，把语文测验的成绩是否优秀

作为另一个分类变量，问题为判断语文测验的成绩与所在的班级

是否有关．
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１４３　　

（１）提出原假设犎０：甲、乙两个班级语文测验的成绩没有

显著差异．

（２）确定显著性水平α＝０．０５．

（３）计算χ
２
＝
６６×（１５×１８－１３×２０）２

２８×３８×３５×３１
≈０．００６．

（４）统计决断：由犘（χ
２
≥３．８４１）≈０．０５，而０．００６＜３．８４１，

小概率事件没有发生，故不能否定原假设．

因此，甲、乙两个班级语文测验的成绩没有显著差异．

例３　为了研究５５岁以上的人群与５０岁以下的人群服用

一种胶囊药物后的反应是否有显著差异，某医学院进行了志愿者

口服该胶囊的观察试验，试验结果如表８１２所示．根据表中数

据，能否作出这两类人群对此药物的反应有显著差异的结论？

表８１２

≥５５岁人群 ＜５０岁人群 总计

有明显反应 ６ ７ １３

无明显反应 ２９ ７５ １０４

总计 ３５ ８２ １１７

解　把两年龄范围的人群作为一个分类变量，把对此药物有

无明显反应作为另一个分类变量，问题是判断两类人群对此药物

的反应是否有显著差异．

（１）提出原假设犎０：两类人群对此药物的反应没有显著

差异．

（２）确定显著性水平α＝０．０５．

（３）计算χ
２
＝
１１７×（６×７５－７×２９）２

１３×１０４×３５×８２
≈１．８４０．

（４）统计决断：由于犘（χ
２
≥３．８４１）≈０．０５，而１．８４０＜

３．８４１，因此根据本试验数据，不能认为５５岁以上人群对此胶囊

药物的反应与５０岁以下人群有显著差异．

练习８．３（２）

１．为了调查髋关节保护器在减少老年人髋部骨折中的作用，随机选择一些老年人，其

中一部分佩戴髋关节保护器，而另一部分不佩戴，作为对照组．得到如下列联表：

　　本案例研究的样

本较小，仅能作为该
群体的参考数据．如

果要得到更为可靠的

结论，那么需要增加
样本量．
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１４４　　

佩戴髋关节保护器 对照组 总计

髋部骨折 １３ ６７ ８０

无髋部骨折 ６４０ １０８１ １７２１

总计 ６５３ １１４８ １８０１

根据表中的数据回答：髋关节保护器是否可以降低老年人髋部骨折的可能性？

２．下表是Ａ、Ｂ两所中学的学生对报考某类大学的意愿的列联表：

愿意报考某类大学 不愿意报考某类大学 总计

Ａ中学 １８ ３７ ５５

Ｂ中学 ３８ ５７ ９５

总计 ５６ ９４ １５０

根据表中的数据回答：Ａ、Ｂ两所中学的学生对报考某类大学的态度是否有显著差异？

习题８．３　 　

　犃组

１．某校为考察高中生数学成绩与语文成绩的关系，抽取５５名学生进行了一次测试，

并按照测试成绩优秀（进入年级前３０％）和不优秀（没有进入年级前３０％）统计人数，得到

如下列联表：

优秀 不优秀 总计

数学成绩 ２１ ３４ ５５

语文成绩 １３ ４２ ５５

总计 ３４ ７６ １１０

根据表中的数据回答：该校高中生的数学成绩与语文成绩之间是否有关系？

２．慢性气管炎是一种常见的呼吸道疾病．医药研究人员对甲、乙两种中草药治疗慢性

气管炎的效果进行了对比，所得数据如下表所示．

有效 无效 总计

甲药 １８４ ６１ ２４５

乙药 ９１ ９ １００

总计 ２７５ ７０ ３４５
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８．３　　　２×２列联表

１４５　　

根据表中的数据回答：甲、乙两种中草药的疗效有无显著差异？

　犅组

１．某工人在操作方法改进前后生产某种零件的情况如下表所示．

合格 不合格 总计

改进前 ２４２２ ４３９ ２８６１

改进后 ２８９２ ４４７ ３３３９

总计 ５３１４ ８８６ ６２００

根据表中的数据回答：改进操作方法能否显著降低不合格率？

２．证明本节中的公式①：χ
２
＝

狀（犪犱－犫犮）２

（犪＋犫）（犮＋犱）（犪＋犮）（犫＋犱）
．

课后阅读　 　

不同类型的随机变量

　　成对数据的统计分析方法是由两个变量的属性决定的．统计中有三种常用类型的变

量：分类变量、顺序变量和数值变量．

（１）分类变量：它的值属于非数量范畴．例如，性别变量的值为男和女；语文成绩

分成合格和不合格；学科变量的值为体育、艺术、音乐、劳技、语文、数学、外语、物

理、化学、生物、历史、地理、政治、信息技术等．本章８．３节中把人群分为吸烟者和

不吸烟者，以及患慢性气管炎者和不患慢性气管炎者，就是分类变量．

（２）顺序变量：它的值是有序的．例如，月份１月、２月、３月、４月；国际足联世界

杯将四强分为冠军、亚军、第三名、第四名；将顾客对服务的满意度分为非常满意、满

意、一般、不满意、非常不满意；在某次选举中投票分为赞成、反对、弃权；等等．

（３）数值变量：它的值是可以作数学计算（如加、乘）的数值，如考分、收入、质量等．

成对的两个变量不一定是同一类变量，它们共有９种（３×３）可能的排列方式．本章８．３

节所讨论的是两个分类变量的独立性检验（仅讨论分两类的简单情形），而在本章８．２节进

行线性回归分析的两个变量中，解释变量狓既可以是数值变量也可以是顺序变量（如年

份），但反应变量狔必须为数值变量．
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书书书

８
成对数据的统计分析

１４６　　

内容提要　 　

相关分析和一元线性回归分析是研究两个变量关系的两个互为补充的方法．相关分析

描述了两个变量的相关程度，而回归分析则描述了因变量是怎样受自变量影响的．

１．为了得到两个变量之间是否具有一定关系的直观印象，可以用散点图来描述这些

数据．

２．相关系数可以度量两个随机变量之间的线性关系．相关系数狉的值满足｜狉｜≤１，

且｜狉｜越接近１，两个随机变量的线性关系越密切．

３．回归方程代表了两个变量间的关系，回归直线经过散点图中数据点的中心．回归直

线斜率的绝对值越大，解释变量狓的一个单位变化所引起的反应变量狔的波动就越大．

４．回归方程可以通过最小二乘法得到．回归直线能较好地反映一个变量对另一个变量

的依赖情况，具有解释因果关系和预测的功能．利用回归方程可以由解释变量的值来预测

反应变量的值，从而给出反应变量真实值的一个估计．

５．２×２列联表描述两个分类变量所有值的组合数据是如何分布的．判断２×２列联

表中出现的两个分类变量是否独立可采用χ２检验．χ
２检验的一般步骤是：（１）提出原假

设犎０；（２）确定显著性水平α＝０．０５；（３）计算统计量χ
２的值；（４）统计决断：当χ

２
≥

３．８４１时，拒绝原假设，推断两个变量相关，否则，接受原假设，推断两个变量不相关

（即两个变量是独立的）．在实际情况下，是否完全拒绝原假设，还需要考虑样本量的

大小．

复习题　 　

　犃组

１．在研究硝酸钠的可溶性程度时，观测它在不同温度（单位：℃）１００ｇ的水中的溶解

度（单位：ｇ），得到如下观测结果：

温度狓／℃ １０ ２５ ４０ ５０ ５５ ６０ ６５ ７５

溶解度狔／ｇ ８１ ９２ １０４ １１４ １１７ １２４ １３０ １５０

由此得到回归直线的斜率是　　　　．
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复习题

１４７　　

２．若对具有线性相关关系的两个变量建立的回归方程为狔＝－０．９６０狓＋３．１３４，则当

狓＝５０时，狔的估计值为　　　　．

３．某产品的广告费投入与销售额的统计数据如下表所示．

广告费狓／万元 ４ ２ ３ ５

销售额狔／万元 ４９ ２６ ３９ ５４

根据上表建立的回归方程狔＝^犪狓＋^犫中，^犪＝９．４．９．４的实际意义是什么？

４．经过分层抽样得到１６名学生高一和高二结束时的数学考试成绩（满分：１００分），

如下表所示．

学生编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

高一 ８４ ８５ ７１ ７４ ６０ ５８ ５１ ８２

高二 ８４ ８８ ７２ ７３ ６８ ６２ ６０ ８５

学生编号 ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６

高一 ８７ ６９ ７９ ８０ ８３ ８４ ６３ ５４

高二 ８８ ７３ ８４ ８２ ８３ ８３ ６６ ６７

（１）绘制这些成对数据的散点图；

（２）计算学生高一和高二数学成绩的相关系数．根据此相关系数，你能得出什么

结论？

５．通过随机询问７２名大学生在购买食品时是否读营养说明，得到如下列联表：

男 女 总计

读营养说明 ２８ １６ ４４

不读营养说明 ８ ２０ ２８

总计 ３６ ３６ ７２

根据表中的数据回答：是否有９５％的把握判定性别与读营养说明之间有关系？

　犅组

１．某人对一地区近几年的年人均可支配收入狓（单位：千元）与年人均消费支出狔（单

位：千元）进行统计调查，发现狔与狓具有线性相关关系，且得到回归方程狔＝０．７１狓－

１．８１４．若该地区去年的年人均消费支出为４万３千元，试估计该地区去年的年人均消费支

出占人均可支配收入的百分比．
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８
成对数据的统计分析

１４８　　

２．某连锁日用品销售公司下属５个社区便利店某月的销售额与利润额如下表所示．

便利店编号 １ ２ ３ ４ ５

销售额狓／万元 ３０ ６０ ４５ ８０ ８９

利润额狔／万元 ２．３ ３．５ ３．２ ４．０ ５．３

（１）绘制销售额和利润额的散点图；

（２）若销售额和利润额具有线性相关关系，试建立利润额狔与销售额狓的回归方程．

３．某一商品在某地区的年销售额与该地区的居民人数和平均每个家庭每年的总收入都

有关系．现有１６个地区的统计数据，如下表所示．

地区编号
销售额／

（万元／年）

居民人数／

万人

平均家庭总收入／

（万元／年）
地区编号

销售额／

（万元／年）

居民人数／

万人

平均家庭总收入／

（万元／年）

１ １４５ ２０．７ ６．９ ９ ２３３ ３３．０ ８．３

２ ８３ １９．３ ５．４ １０ １１２ １１．５ ８．３

３ １７９ ２７．１ ５．９ １１ １４７ １６．１ ８．４

４ ２４８ ３８．１ ７．２ １２ ７０ ４．４ ８．９

５ ２３７ ３８．２ ７．５ １３ ６０ ２．６ ８．９

６ ２８６ ４０．５ ７．８ １４ ９８ １２．８ ９．０

７ ９０ ７．８ ７．８ １５ １２５ １５．１ ９．６

８ １６５ ２１．５ ８．０ １６ １９８ ２０．０ １０．７

（１）试分别计算该商品年销售额与地区居民人数和平均每个家庭每年总收入的相关

系数；

（２）选取（１）中相关系数较大的一对数据作回归分析．

４．为了验证蔬菜植株感染红叶螨能否引起植株对枯萎病的抗性，随机抽取５７棵植株，

获得如下观察数据：２６棵植株感染红叶螨，其中１５株无枯萎病，１１株有枯萎病；３１棵

植株未感染红叶螨，其中１７株无枯萎病，１４株有枯萎病．

（１）根据上述数据制作一张２×２列联表；

（２）这些数据能否说明感染红叶螨可引起植株对枯萎病的抗性这一结论？
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复习题

１４９　　

拓展与思考

１．某公司随机调查了４５户家庭，研究其一种产品的家庭人均消费量狔与家庭人均月

收入狓之间的关系，得到的数据如下表所示．

家庭编号 家庭人均月收入狓／元 家庭人均消费量狔／元

１ ５４３２ ６．３２

２ ２３３６ ３．５２

３ ３９４４ ６．３２

４ ４６５６ ２１．６０

５ ９２４６ ２９．１２

６ １７５１２ ７６．００

７ ８７７６ ４２．７２

８ １６６２４ ５４．８０

９ １４５４４ ４６．７２

１０ １３６００ ４１．６８

１１ ５９７６ ２６．００

１２ １３１４４ ２５．２８

１３ ３３１２ ４．００

１４ ２８３２ １．３６

１５ １０２０８ １５．０４

１６ ５９６０ ６．１６

１７ ３４８０ １１．１２

１８ ４３２０ ４．４８

１９ ６９９２ １２．４８

２０ １２３４４ ４２．２４

２１ ８２３２ ５．１２

２２ ５６８０ ３２．００
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８
成对数据的统计分析

１５０　　

（续表）

家庭编号 家庭人均月收入狓／元 家庭人均消费量狔／元

２３ ６６９６ ３３．６０

２４ １３９８４ ３９．０４

２５ １１０４８ ２７．８４

２６ １００４０ ２１．０４

２７ １４２１６ ３９．９２

２８ ２９６０ ４．７２

２９ ９０４０ ３８．３２

３０ ３７０４ ４．０８

３１ ６１６０ １３．９２

３２ ５７９２ ３２．８０

３３ ６４６４ ３１．５２

３４ ６３２０ ６．６８

３５ ６２６４ ２６．３２

３６ ３２４８ ３．５２

３７ ９９３６ ２５．９２

３８ ５２６４ １７．１２

３９ １３９６８ ４５．６８

４０ ３７４４ ５．１２

４１ ８９１２ １５．２０

４２ ３３０４ ４．０８

４３ １４２９６ ６６．６４

４４ １１９６０ ４０．８８

４５ １２２０８ ３１．４４

（１）绘制变量狔与狓的散点图；

（２）计算狔与狓的相关系数；

（３）试分析研究狔与狓之间的线性回归关系．
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复习题

１５１　　

２．下图是某地区２０００年至２０１６年环境基础设施投资额狔（单位：亿元）的折线图．

（第２题）

为预测该地区２０１８年的环境基础设施投资额，建立了狔与时间变量狋的两个线性回

归模型．其中，根据２０００年至２０１６年的数据（时间变量狋的值依次为１，２，…，１７）建立

了模型①：狔＝－３０．４＋１３．５狋；而根据２０１０年至２０１６年的数据（时间变量狋的值依次为

１，２，…，７）建立了模型②：狔＝９９＋１７．５狋．

（１）分别利用这两个模型，求该地区２０１８年环境基础设施投资额的预测值；

（２）你认为用哪个模型得到的预测值更可靠？请说明理由．

３．某地区市场上有８０种品牌的饼干，它们近一段时间内的平均售价（以下简称“价

格”）和销售量的数据如下表所示．

品牌编号 价格／（元／千克） 销售量／千克 品牌编号 价格／（元／千克） 销售量／千克

１ １４ １２３１．８５ １２ １９．０９ ３５６６．５８

２ ３４．６２ １４６５．８９ １３ ２６．６７ ４２６４．２８

３ ３０．８６ １７７４．２９ １４ １７．５１ ４６７２．３３

４ １４ １８９２．９１ １５ １３ ４７５２．２０

５ ３６ ２３２４．４４ １６ ２５．２４ ４８６５．４２

６ ２８．４１ ２４８０．０４ １７ ３１．１ ５０４２．９１

７ ９．０９ ２５４５．３３ １８ ２６．２４ ５１０８．７３

８ ４４．８４ ２５６８．１１ １９ ２５．８８ ５３６７．７０

９ ３１．６８ ２６３８．４８ ２０ １７．８１ ５４６５．２６

１０ ２０ ３２３３．９９ ２１ ２９．５６ ５５００．３５

１１ １４．６７ ３５１８．１７ ２２ ２５ ５６５５．５３
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８
成对数据的统计分析

１５２　　

（续表）

品牌编号 价格／（元／千克） 销售量／千克 品牌编号 价格／（元／千克） 销售量／千克

２３ ３１．４１ ５８６５．４５ ５２ １６．９５ １０１０１．７４

２４ ２３．４８ ６１０３．９４ ５３ １５．３８ １０４６１．０８

２５ ２３．６ ６２４３．１０ ５４ １３．８８ １０５６１．５３

２６ ２２．１３ ６５０９．６７ ５５ １３．０４ １０９６０．５５

２７ ２１．４８ ６７５８．１８ ５６ ２９．３３ １１６２７．４３

２８ ２５．０３ ７１００．９３ ５７ ４．９ １１８３８．６２

２９ １９．５５ ７３５６．４４ ５８ １１．９１ １２３０３．５５

３０ ２４．８１ ７４３９．６３ ５９ １３．９ １２７１３．０１

３１ ２０．９２ ７６２７．２８ ６０ １７．７８ １２８３０．９４

３２ １７．７ ７７４０．４５ ６１ １７．３１ １３６８６．１７

３３ ２０．７９ ７７４４．６７ ６２ １２．２７ １４１８１．９４

３４ ２４．６３ ７９８９．３０ ６３ １１．８９ １５１７５．１６

３５ １３．５９ ７９９６．８４ ６４ １０．０８ １７６５８．７４

３６ １９．２９ ８１５１．０９ ６５ ６．１３ １８０５８．６７

３７ ２０ ８２３１．８５ ６６ １０．４ １９９３７．８８

３８ ２２．０３ ８２８９．１８ ６７ １２．７ ２３０５５．８７

３９ ２０．０８ ８５２４．０６ ６８ ９．１９ ２６５０８．１４

４０ １９．０３ ８６８９．３６ ６９ ８ ２９５０４．４０

４１ １６．６７ ８８７４．６６ ７０ ５．２２ ３１６９３．０７

４２ １６．０４ ８８８８．７４ ７１ ９．２３ ３２１２３．５３

４３ １４．１２ ９００５．６２ ７２ ７．６ ３４７３２．２８

４４ １３．７５ ９０４６．９３ ７３ ８．３３ ３６３２１．３９

４５ １９．８７ ９３８４．９８ ７４ ９．２５ ３６８９８．２５

４６ １５．７２ ９４１４．１１ ７５ ９．３６ ３８３４３．５０

４７ ２５．０４ ９４５４．５０ ７６ ８．４２ ３９０３３．５１

４８ １４ ９７３１．３２ ７７ ６．２５ ４３８３２．８８

４９ １１．２６ ９７６２．０８ ７８ ２３．０１ １１２８２７．４０

５０ １１．２５ ９８０９．５１ ７９ ８．７ １３９４９３．１０

５１ ２０．９２ ９９２４．９９ ８０ １２．３２ ２１１３４．６５

试对这８０种品牌饼干近一段时间内的价格和销售量进行回归分析．

上海教育出版社

上海教育出版社
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后　　记

本套高中数学教材根据教育部颁布的《普通高中数学课程标准（２０１７年版

２０２０年修订）》编写并经国家教材委员会专家委员会审核通过．

本教材是由设在复旦大学和华东师范大学的两个上海市数学教育教学研

究基地（上海高校“立德树人”人文社会科学重点研究基地）联合主持编写的．

编写工作依据高中数学课程标准的具体要求，努力符合教育规律和高中学生

的认知规律，结合上海城市发展定位和课程改革基础，并力求充分体现特

色．希望我们的这一努力能经得起实践和时间的检验，对扎实推进数学的基

础教育发挥积极的作用．

本册教材是选择性必修第二册，共为四章，各章编写人员分别为

程靖（第５章）

肖恩利、姚一隽（第６章）

应坚刚、田万国（第７章）

任升录、陈月兰、汪家录（第８章）

上海市中小学（幼儿园）课程改革委员会专家工作委员会、上海市教育委

员会教学研究室全程组织、指导和协调了教材编写工作．在编写过程中，两

个基地所在单位给予了大力支持，基地的全体同志积极参与相关的调研、讨

论及评阅工作，发挥了重要的作用．上海市不少中学也热情地参与了有关的

调研及讨论工作．上海教育出版社有限公司不但是编辑出版单位，而且自始

至终全面介入了编写工作．我们对所有这些单位和相关人员的参与、支持和鼓

励表示衷心感谢．

限于编写者的水平，也由于新编教材尚缺乏教学实践的检验，不妥及疏

漏之处在所难免，恳请广大师生及读者不吝赐教．宝贵意见请通过邮箱

ｇａｏｚｈｏｎｇｓｈｕｘｕｅ＠ｓｅｐｈ．ｃｏｍ．ｃｎ反馈，不胜感激．

２０２０年７月

上海教育出版社

上海教育出版社
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